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Predgovor

Ova zbirka zadataka namenjena je budué¢im studentima koji se pripremaju
za polaganje prijemnog ispita iz matematike na MasSinskom fakultetu u Nisu
a moze korisno posluziti i kandidatima na svim drugim fakultetima gde se
polaze matematika. Namena zbirke je da omogué¢i budué¢im studentima dobru
i adekvatnu pripremu za polaganje.

Zbirka sadrzi sve osnovne oblasti matematike iz kojih se zadaju zadaci
na ispitu i sastoji se iz slede¢ih poglavlja: Kvadratne funkcije, Eksponen-
cijalne i logaritamske jednacine i nejednacine, Trigonometrija, Analiticka
geometrija, Geometrija. Svako poglavlje sadrzi uvod sa teorijskim objasnje-
njima i formulama neophodnim za izradu zadataka a zatim sledi niz zadataka
s kompletnim resenjima. Na kraju, kao poslednje poglavlje, nalazi se deo pod
nazivom Zadaci s prethodnih prijemnih ispita u kome je dat pregled veceg
broja ispitnih blanketa. Ovo treba da omoguéi kandidatima da steknu uvid u
to kako ce ispit izgledati i koja tezina zadataka moze da se ocekuje na ispitu.

Na pripremi ove publikacije uc¢estvovali su svi clanovi Katedre za prirodno-
matematicke nauke tako sto je svako poglavlje pripremio jedan nastavnik,
odnosno saradnik. Zaduzenja po poglavljima su bila sledeca:

Dragan Raki¢, asistent - Kvadratne funkcije;

dr Melanija Mitrovi¢, red. prof. - Eksponencijalne i logaritamske jednacine
1 nejednacine;

dr Dragan Zivkovi¢, docent - Trigonometrija;

dr Predrag Rajkovi¢, red. prof. - Analiticka geometrija;

dr Ljiljana Radovi¢, van. prof. - Geometrija.

S obzirom da Katedra za prirodno-matematicke nauke godinama obavlja
pripremu i realizaciju prijemnog ispita, sakupljeni materijal predstavlja do-
bru bazu za kreiranje ovakve zbirke zadataka. Prethodna publikacija Resens
zadaci sa prijemnih ispita, koju je izdao Maginski fakultet u Nisu 2011. go-
dine a ¢ijom je izradom rukovodio dr Dusan Milovancevi¢, redovni profesor

il



iv Predgovor

u penziji, takode je koris¢ena u pripremi ove zbirke. U ovom izdanju, osim
zadataka koji su uzeti s prethodnih prijemnih ispita, dodati su i neki novi
zadaci i izvrSena je klasifikacija zadataka po oblastima. Selekcija zadataka
vrsena je tako da odredena oblast bude celovito prikazana i obuhvacena. U
ve¢em broju zadataka resenja su ilustrovana slikom ili tabelom gde god je to
bilo neophodno radi lakSeg razumevanja dobijenog resenja.

Jedan deo tehnicke pripreme ove publikacije izvrsio je Sasa Pordevic, op-
erater Racunskog centra Masinskog fakulteta u Nisu, kome se ovom prilikom
zahvaljujemo.

Sef Katedre za prirodno-matematicke nauke

dr Ljiljana Petkovié¢, red. prof.
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Kvadratna funkcija

1.1 Teorijski uvod
Definicija kvadratne jednac¢ine. Jednacina oblika
ar® +bx +c =0, (1.1)

gde je x nepoznata, a a, b i c dati realni brojevi, a # 0, je kvadratna jednacina
po x, sa koeficijentima a, b i c.

Resenja kvadratne jednacine. Kvadratna jednacina (1.1) ima dva
(ne obavezno razli¢ita) resenja koja su data formulama:

—b+Vb? — 4ac . —b—Vb?% — 4dac
p— 2: .

1
2a 2a

I
Obicno piSemo
T19 = . 1.2
, = (12)
Resenja jednacine se drugacije nazivaju koreni jednacine.
Priroda resenja kvadratne jednacine. Diskriminanta. Izraz D =

b?> — 4ac se naziva diskriminanta kvadratne jednacine (1.1). Iz (1.2) izvodimo
sledeée zakljucke u vezi jednacine az? + bx + ¢ = 0:

1) jednacina ima dva razlicita realna resenja ako i samo ako je D = b* —
4dac > 0;

2) jednacina ima jedno dvostruko realno resenje ako i samo ako je D =
b? — 4ac = 0;
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3) jednacina ima jedan par konjugovano kompleksnih resenja ako i samo
ako je D = b* — 4ac < 0.

Nepotpune kvadratne jednacine. Ako je b = 0 ili ¢ = 0 jednacina
(1.1) je nepotpuna. Izdvajaju se slede¢i specijalni slucajevi nepotpunih
kvadratnih jednacina:

1) az? =0.
Posto se pretpostavlja da je a # 0, ova jednacina ima dvostruko resenje
T2 = 0.

2) ar?* +c=0,c#0.
Zbog a # 0, ova jednacina je ekvivalentna sa z? = —<. Sledi

.1'1’2::&1/—2, ako je ¢ <0
a a
c c

Ti9 = :I:i\/j, ako je — >0,
a a

gde je i imaginarna jedinica, i? = —1.

3) az? +bx =0,b#0.
Ova jednacina je ekvivalentna sa x(ax + b) = 0. Dakle, x = 0 ili
axr + b = 0, pa su reSenja jednacine

T = 0 1 To = ——.
a
Naravno, resenja jednacina iz prethodna tri slucaja se uklapaju u opste
resenje dato formulom (1.2).
Vijetove formule. Brojevi x; i 75 su reSenja kvadratne jednacine az?+
bx + ¢ = 0 ako i samo ako je

$1+[E2:—— 1 $1'ZL‘2:E.

a a

Rastavljanje kvadratnog trinoma na linearne ¢inioce. = Kvadratni

trinom po x je izraz oblika az? + bx + ¢, gde su a, b i ¢ dati brojevi i a # 0.

Ako su z; i 7 reSenja kvadratne jednacine az?+bx+c = 0, onda se kvadratni
trinom moze rastaviti na ¢inioce na slede¢i nacin:

az® +bx +c = a(z — 1) (x — 22).
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Dakle, kada imamo jedno dvostruko realno resenje (D = 0, x1 = z5) onda je
az’® + bz + c = a(z — 11)*.

Grafik funkcije y = ax? + bx + c¢. U zavisnosti od znaka koefici-
jenta a i znaka diskriminante D = b? — 4ac, razlikujemo Sest karakteristi¢nih
slucajeva prikazanih na slikama Sl. 1-Sl. 6.

U svakom slucaju funkcija je definisana za sve realne brojeve. Ako je
D > 0 onda ona ima dve razlic¢ite realne nule; ako je D = 0, ona ima jednu
dvostruku realnu nulu; ako je D < 0, ona nema realnih nula. U slucaju
a > 0, funkcija ima minimum, a u slu¢aju a < 0 funkcija ima maksimum.
U oba slucaja ekstremna vrednost (minimum ili maksimum) je postignuta

. . . . —p2
za © = —2 i njena vrednost iznosi %. Dakle, teme parabole u svakom

2a
slucaju ima koordinate
b 4ac—?
A i
2a 4a
Kvadratne nejednacine. Kvadratne nejednacine su nejednacine ob-
lika

ar’ +br+c¢>0, ar’+br+c>0,
ar® +br+c<0, ax’+br+c<0,

gde je = realna promenljiva (nepoznata), a a, b i ¢ realni brojevi, a # 0.
Najpre resimo kvadratnu jednac¢inu az®+bx+c = 0 i dobijemo korene x; i 5.
Za resavanje kvadratnih nejednacina najcesce se koriste grafici odgovarajucéih
kvadratnih funkcija, S1. 1 — Sl. 6. Jedino $to nam je neophodno da znamo
jeste znak broja a i znak izraza D. Na osnovu ovih podataka zakljucujemo
koji oblik, od set moguc¢ih, ima grafik kvadratne funkcije koja se javlja u
nejednacini. Iz grafika zaklju¢ujemo za koje ikseve je grafik iznad z-ose. U
tim tackama je vrednost izraza ax? + bx + ¢ veca od nule. Za one ikseve za
koje je grafik ispod z-ose, vrednost izraza axz? + bx + ¢ je manja od nule.
Na primer, posmatrajmo nejednacine

ar’ +br+c¢>0 i ar’+br+c<0

i pretpostavimo da je a < 01 D = b?> — 4ac > 0. U pitanju je slucaj prikazan
na slici SI. 4. Sa slike se vidi da je ax?® + bx + ¢ > 0 ako i samo ako je

vy <1 <o tj. T € (T1,T2),



Kvadratna funkcija

a=0
D=0

XI\/IJ

Sl 1

a=0
D=0

ax0
D=0

=X
SL. 3

a=<0

D=0
Sl 5

X

a=0
D=0

n=x

a=0
D=0
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a da je ax® + bz + ¢ < 0 ako i samo ako je
x<zy i x>z, tj. € (—00,21)U (12, +00).

Primetimo da mogu nastupiti slucajevi kada kvadratna nejednacina nema
reSenja kao i slucajevi kada je ona zadovoljena za svaki realan z. Na primer,
kada jea > 01 D < 0, SI. 2, tada nejednacina ax? +bx + ¢ < 0 nema reSenja,
dok je resenje nejednacine ax? + bx + ¢ > 0 svaki realan broj.

1.1.1 Zadaci
Zadatak 1. Odrediti vrednost izraza

(2® —wy +9") 2 Sy +a?ys
syvrty 0 (atyFayt)?
ako jex =0.951y =0.5.
Resenje: U ovakvim i slicnim zadacima pogodno je znati slede¢e osnovne
algebarske identitete:

(z+y)* = 2" + 2zy + ¢
(z—y)? =2 =20y + ¢

3 _ 3 2 2 3
(x4+y)’ =2"+327y +3zy" +y
(z —y)® =2® — 3%y + 3ay® — ¢’
3 3

2’ =y’ = (- y)(@® +ay +y?)
2?4+ y? = (2 +y)(2* — zy + 97).
Najpre ¢emo srediti izraz u zadatku.
(22 —ay +y2) 72 aly? + 223
syvrFy 0 (aty+ayt)?

_ 1 (ry(@® +y7)?
vy /T + y(x? — 2y + 3?)? 22y2(x + y)
1 P2+ y) (@ —wy +y7))

::z:y\/x +y(2? — zy + y?)? TY/T +y
_ PPty ey vy y
r?y?(r + y) (v — vy + y?)?
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Zbog toga je vrednost izraza jednaka 1.

Zadatak 2. U jednacini (p — 3)2? — 2px + 6p = 0 odrediti one vrednosti
realnog parametra p za koje jednacina ima realna resenja.
Resenje:
U zadacima u kojima se javlja kvadratna funkcija
uvek najpre treba identifikovati koeficijente koji
stoje uz ? i x kao i slobodan ¢lan. Ove koefici-
jente obi¢no oznacavamo sa a, b i ¢ respektivno.
Iz jednacine vidimo da jea = p—3, b = —2p i
¢ = 6p. Kao §to znamo kvadratna jednacina ima
realna resenja ako i samo ako je D = b? — 4ac > 0. 0 18
U nasem slucaju dobijamo 5

D=(-2p)*~4-(p—3)-6p>0
—20p* +72p >0
— 5p* 4+ 18p > 0. (1.3)

Resenja jednacine —5p?+18p = Osup =0ip = 2.

(Ova resenja dobijamo ili primenom poznate formule ili, jos lakse, rastavl-
janjem na ¢inioce p(—5p + 18) = 0. Sledi p =0 ili —5p+ 18 =0, tj. p =10
ili p = %) Koeficijent uz p? u nejednacini —5p + 18p > 0 je —5 &to je
negativan broj, pa zbog toga grafik parabole y = —5p* + 18p ima oblik kao
na slici. Sa slike vidimo da je resenje nejednacine (1.3) svaki broj p za koji
vazi

18

5

Dakle, jednacina (p — 3)x? — 2pz + 6p = 0 ima realna resenja za 0 < p < %.

0<p<

Zadatak 3. Data je jednacina (k — 2)a* — 2kz + k — 3 = 0. Odrediti
vrednost realnog parametra k£ tako da su zadovoljeni sledeé¢i uslovi.

1) Jednacina nema realnih resenja.

2) Jednacina ima jedno dvostruko realno resenje.

3) Grafik funkcije y = (k — 2)2* — 2kx + k — 3 se ceo nalazi iznad z-ose.
Resenje: Imamodajea=k—2, b= -2k, c=k—3,

D =b* — dac = 4k* — 4(k — 2)(k — 3) = 20k — 24 = 4(5k — 6).
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1) Data kvadratna jednac¢ina nema realnih resenja ako i samo ako je D < 0.
To vazi za k < g.

2) Jednacina ima jedno dvostruko realno resenje ako i samo ako je D = 0.

To vazi za k = g.

3) Grafik funkcije y = (k — 2)x? — 2kz + k — 3 se ceo nalazi iznad z-ose ako
je to slucaj kao na slici SI. 2. Dakle, ako i samo ako jea > 01 D < 0 tj.
ako i samo ako je k > 21k < g. Nemoguce je da vaze oba uslova, pa ne
postoji realan broj k za koje je ceo grafik iznad x-ose.

Zadatak 4. U jednacini
2> —3ar+1—2a*>=0

odrediti realan parametar a tako da za njene korene xy i x5 vazi jednakost
2., .2 _
x] + x5 = 50.

Resenje: U ovoj jednacini imamo parametar a pa treba voditi racuna sa
oznakama jer sa a takode oznacavamo i koeficijent uz 2% Iz jednacine

nalazimo da je a = 1, b = —3a, ¢ = 1 — 2a®. Iz Vijetovih formula vazi
2 2 2 b 2 C
50=ua1+ a5 = (21 +22)° —2mmp = | —— | —2 -
a a
9a? 1 — 2a?
=——2: = 13a® — 2.
1 1 ¢

Odavde je 13a% = 52, pa je a®> = 4. Sledi a = 2 ili a = —2.

Zadatak 5. Data je funkcija y = (p> — 1)z? + 2(p — 1)z + 2. Odrediti
realan parametar p tako da funkcija bude pozitivna za svaki realan broj x.
Resenje: Tmamo dajea=p?>—1,b=2(p—1), c=2,

D=V —4dac= (2(p —1))* —4(p* —1)2 = —4p* — 8p + 12.

Da bi funkcija bila pozitivna za svaki realni x mora da je a > 01 D < 0,
slika Sl1. 2.

a>0

pPP—1>0

P = —]_7 po = 1 ﬂV&

p € (—o0,—1)U (1, +0) (1.4)
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D <0

—4p* —8p+12<0 /: (—4)

P2 +2p—3>0

P1 = _37 P2 = 1 ﬂv/l

p € (—o00,—3) U (1,+00) (1.5)

Mora vaziti i (1.4) i (1.5) pa dobijamo slede¢u sliku.

o 1
Konacno resenje je
p € (—o00,—3) U (1,400).

Zadatak 6. Koliki je zbir kvadrata svih resenja jednacine:

2® + 4z + 3|z + 2| = 0?

Resenje: Znamo da je

v+ 2 = r+ 2, r+22>0t]. x>-2
ol —(z+2), z+2<0t). <=2,
Zbog toga moramo posebno razlikovati slucaj x > —21ix < —2.
1)z>-2

2 +dr+3(x+2)=0
¥+ Tr+6=0
r1 = —6 otpada jer je ovo slucaj kada je x > —2

To = —1
2)r < -2
2 +dx+3(—(r+2) =0
?+1—-6=0
xr1 =2 otpada jer je ovo slucaj kada je v < —2

ZEQZ—S
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Dakle jednacina ima ukupno dva resenja —1 i —3, a njihov zbir kvadrata
iznosi

(—1)* 4+ (=3)* = 10.
Zadatak 7. Resiti nejednacinu

z(x +1)
(z=2)(3 - )

> —1.

Resenje: 7Zbog definisanosti je x # 2 i x # 3. Nejednacine resavamo tako
Sto najpre sve izraze prebacimo na jednu stranu nejednakosti tako da na
drugoj strani ostane samo 0.

o !

- f(;:)gl_) 120
S,
¢ @ —6;(_36— =0 0
° @ —362>_(31— 2 ="

Bitno je da na kraju dobijemo izraz koji se sastoji iz proizvoda ili kolicnika
linearnih ili kvadratnih funkcija. Zatim pravimo tablicu znaka. Objasnjenje
sledi nakon tablice.

—00 1 2 3 +00
r—1 — + + +
T — 2 — — + +
3—=x + + + -
rx—1 . .
(x —2)(3 —x)
) )

Za svaki od izraza pravimo po jednu vrstu u tablici, a u poslednjoj vrsti
je ono Sto nam treba, tj. ceo izraz. Zamislimo da gornja stranica tablice
predstavlja brojevnu pravu od —oo do 4+o0o. Tu brojevnu pravu podelimo
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na Cetiri intervala, tako sto ¢emo upisati brojeve. Koje? Ti brojevi su
reSenja svih jednacina koje se dobijaju kada svaki od izraza izjednac¢imo sa
nulom. Te brojeve nazivamo karakteristicnim tackama. Dakle, posmatramo
jednacinex —1 =0, —2=0,3 —x =01 dobijamo resenja xr = 1, z = 2,
x = 3. Bitno je da ih poredamo u rastu¢em redosledu. Na taj nacin
smo dobili intervale (—oo,1), (1,2), (2,3) i (3,400). Primetimo da smo u
tackama gde funkcija nije definisana stavili duplu liniju u tablici. Te brojeve
moramo iskljuciti iz konacnog resenja. Sada za svaku vrstu odredujemo znak
izraza na svakom intervalu. Kada je u pitanju linearan izraz, npr. =z — 2,
onda znak lako odredujemo. Naime, za brojeve manje od 2 ovaj izraz je
negativan, a za brojeve vece od 2 izraz je pozitivan. Izraz 3 —x je pozitivan
za x < 3, a negativan za xr > 3. Tablicu redom popunjavamo dok ne
dodemo do poslednje vrste. Znakove polja u poslednjoj vrsti odredujemo na
sledeéi nacin. Gledamo sve prethodno odredene znakove u koloni koja sadrzi
odredeno polje. Ako imamo paran broj minuseva onda u to polje upisujemo
+. Ako imamo neparan broj minuseva onda u to polje upisujemo —. To sledi
iz pravila 74— = =" 1”7 —.— = 47, S obzirom da reSavamo nejednacinu u
kojoj konacni izraz treba da bude > 0, to su reSenja nejednacine oni iksevi
koji pripadaju intervalima izpod kojih se nalazi znak + u poslednjoj vrsti.
Dakle, resenje je
x € (—oo, 1] U (2,3).

Zadatak 8. Resiti nejednacinu

_2p2 _
3x x+6<_2'
»?4+r—-2 =
Resenje: Imamo
_2p2 _
3x :c+6<_2
24+r—-2 =
322 —
‘C—MJrggo
24+ —2
—32% — 2(x? -2
o *—x+6+4+20"+a >§O
24+ x—2
.2
m+x+2<0

22 +x—2
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Resenja jednacine —2? + 2 + 2 = 0 su

—1ay/T-4(D2 _ -1+3

, 2.
—2 —2

T2 =

Regenja jednacine 22 +2—2 = 0 sux; = 1 iy = —2. Dakle, karakteristicne
tacke su —2, —1, 11 2. Zbog definisanosti je x # —2 i x # 1. Zatim pravimo
tablicu. Objasnjenje sledi nakon tablice.

—00 —2 —1 1 2 400
—a 42 - - | + + | - | 7F
2 a2 + - | - + |+ | v
—2*+x+2
Pra-2 S N A R
T T T

Primetimo da smo u vrste stavljali kvadratne funkcije. Naime, nema potrebe
da razlazemo z*> + z — 2 = (z + 2)(x — 1) pa da pravimo posebne vrste za
x+21ixz—1. Veé¢ smo naucili da odredujemo znak kvadratne funkcije.
Treba se samo setiti slika S1.1-S1.6, tj. setiti se da oblik zavisi samo od
znaka koeficijenta uz 2. Oblik kvadratne funkcije smo ilustrovali sli¢icom
na kraju vrste sa koje se jasno vidi gde je kvadratna funkcija pozitivna a
gde negativna. Sada iz zadnje vrste ¢itamo intervale u kojima je konacna
funkcija negativna. Vodedi racuna da izraz nije definisan za © # —2 iz # 1
dobijamo konaé¢no resenje:

x € (—o0,—2)U[-1,1)U[2,400).

Zadatak 9. Resiti nejednacinu

2
x +15x+26>_2'
22 —2x —15 —

'3

1
Resenje: x € (—oo, —4] U (—3 } U (5, +00).

Zadatak 10. Resiti nejednacinu

5 +2<2x—3
3—x x+5"

Resenje: x € (—o0,—5) U (3,8).
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Zadatak 11. Data je jednacina pz? + 2(p + 2)x + 2p + 4 = 0. Odrediti
vrednost realnog parametra p tako da su zadovoljeni sledeci uslovi.

1
2

Jednacina ima dva razlicita realna resenja.
Jednacina ima jedno dvostruko realno resenje.

)
)

3) Jednac¢ina nema realnih resenja.

4) Funkcija y = px? + 2(p + 2)x + 2p + 4 je pozitivna za svaki realan .
)

5) Funkcija y = pz? + 2(p + 2)x + 2p + 4 je negativna za svaki realan z.

Resenje: 1) p € (=2,2); 2)p=—=21iip=2; 3)pé€ (—o0,—2)U
(27 +OO>; 4) pE (27 +OO); 5) D€ (—OO, _2)

Zadatak 12. Danas, 24. juna 1989. godine, Perica ima onoliko godina
koliko iznosi zbir cifara u njegovoj godini rodenja. Koje godine je Perica
roden, ako se zna da je roden u 20. veku?

Resenje: Kako je Perica roden u 20. veku to je njegova godina rodenja
19¢d, gde je ¢,d € {0,1,...,9}. Iz uslova zadatka imamo
1989 —19¢d =149+ c+d.

Kako je

1980 =1-10°+9-10°4+8-104+9, 19¢cd=1-10>+9-10*+¢- 10 +d,
to je

1-10°+9-10* +8-10+9—(1-10°+9-10° +¢- 10+ d) = 10 + ¢ + d.
Odavde dobijamo 11c+2d = 79, tj. d = @. Kako je 0 < d <9 to mora
biti

0 < 79 — 11c <9
ST =

Iz prve nejednakosti se dobija ¢ < % paje cjedan od brojeva 0,1, 2,3,4,5,6,7
Iz druge nejednakosti se dobija da je ¢ > %, pa je c jedan od brojeva 6, 7, 8, 9.

Zakljucujemo da je ¢ = 6 ili ¢ = 7. Moze se proveriti da je jedina moguénost
c=17,d=1. Perica je roden 1971. godine.
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Zadatak 13. Uprostiti izraz

\/T. (Vi Vi) - (VaitVo—a?)
x—a® (\/5—{—\/:6—@2)(\/_—\/1’—@2)

Resenje:
N (Va—Vo—a) - (Vo+va—a)

—a (Va+Va—a) (V- Vi—a?)
:\/T:w—2\/5m+x—a2—(x+2\/5erx_a2)

r— (x—a?)
B v —4Jrvx —a?
Var—a? a?

VT @’ __a
Vi@ —AJivr—a@ Az a?)

Zadatak 14. Resiti nejednacinu

x2+1< .
x—3 ’
Resenje: x # 3
x?+1
< —1
r—3
2
1
= o +1<0
r—3
> +1+x—-3
& 0
r—3
[ )
s — <0
r—3

Potrebno je odrediti znak brojioca i imenioca. ReSenja jednacine x?+x—2 =
0sux; =—21zy=1. Odgovarajuca tablica znaka je:
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—00 —2 1 3 +o00
24z —2 + - + + |
r—3 — — — +
2+ —2
= — - — -
x—3
T T

Iz poslednje vrste tablice zakljucujemo da je reSenje nejednacine

x € (—o0,—2) U (L,3).

Zadatak 15. Dat je broj A = (\/_—I— \/_) ( ) VV3 . Izracunati

A? i na osnovu toga odrediti broj A.
Resenje: Kako je 3 < 4toje v/3 < 2. Sledi vV3—2 < 0, paje A < 0. Dalje

(J6+J§):(¢§ 2)" (V3 +2)

(Vorve) (va-2)[(v3-2) (Va+2)]
(¢6+¢§)2(¢§ 2) (3-4) <\/6+\/§)2(J§—2>-(—1)
(6+2vi2+2) (2 v3) = (8+4v3) (2- V3)
—4(2+V3) (2-v3) =4(4-3) =4

Dakle, A2 =4, paje A=2ili A= —2. Kakoje A<0toje A= —

I I ||
&

Zadatak 16. Resiti nejednacinu

1 - 1
r+2 -2
Resenje: x # —2ix # 2
L1 & ! ! <0 & 4 _
r+2 -2 z+2 x—2 12 —4

& >0 < 22—-4>0.

12 —4
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Kakojea? —4=0zax, = —2iz,=2ikakojea=1>0tojex?>—4>0
za
x € (—00,—2) U (2,+00)

Sto je ujedno i resenje pocetne nejednacine.

Zadatak 17. Odrediti parametar p (p € R) u jednacini

2 —pr—(p—3)*=0
tako da resenja budu realna.

Resenje: Koeficijenti ove kvadratne jednacine su a = 1, b = —pic =
—(p — 3)% Potreban i dovoljan uslov da kvadratna jednacina ima realna
reSenja je D = b*> — 4ac > 0. U naSem slucaju je D = p? + 4(p — 3)%. Kako
je kvadrat bilo kog realnog broja nenegativan i kako p? i (p — 3)* ne mogu
istovremeno biti jednaki 0, zakljucujemo da je D > 0 za svaki realan broj
p. Zbog toga ova jednacina ima realna i razlicita resenja za svako p € R.

Zadatak 18. Resiti nejednacinu

5r — 3
> 3
2—x
Resenje: x # 2
5x—3>3 - 5x—3_3>0
2—x —x
5r —3—3(2 — —
e 2 C=1) oy o 329,
2—x 2—x

Kriti¢ne vrednosti za = su one u kojima je 8t —9=0i2—2=0tj. v =2

: 8
1 = 2.

9
—00 3 2 +00
8z —9 — + +
2—uw + + —
8r —9
2—x B + B
7
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Dakle, skup resenja nejednacine je interval (3,2), tj. 3 <z < 2.

Zadatak 19. Resiti nejednacinu

‘:c + - 4| <2
Resenje: x # 0
lz+27' 4] <2 & —2<z4+ar'-4<2

2 _
o g T TArAl

T

2

Skup resenja polazne nejednacine je presek skupa reSenja nejednacina

2 —4r+1 x2—4x+1<

—2< i <2
x x
Prvo resavamo prvu nejednacinu.
2 2 _
_2§x 4dr+1 - x 4x+1+220
x x
2241 —1)?
o2l - Sy o zs0
x x
A zatim i drugu.
2 _ 2 _ 2 _
x 4x+1§2 o x 4x—|—1_2§0 - x 6x+1§0
x x x

+36 —4
% =3+ 2\/5, to ove vrednosti

stavljamo u tablicu znaka. Takode stavljamo i nulu jer se u imeniocu nalazi
x.

Kako je 22 —6r+1=0za 115 =

—00 0 3—2v2 3+2v2  +o0
22— 61+ 1 + + —~ + |
x - + + +
22 — 6z +1
- — + — +
T
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Dakle, z € (—o0,0) U [3 — 22,3 + 2\/5] Kako smo iz prve nejednacine
dobili da je x > 0 to je kona¢no resenje

3-2v2 <1 <3+2V2

Zadatak 20. Resiti nejednacinu:

1 2

< 1.
5—x+1—|—x

Resenje: x#51ix # —1

5iw+1+x_1<0

l+2+20B6—-2)—(B—x)(1+2)
(5—x)(1+2)

l+2+10—2z— (5+5z —x —2?%)
(5—x)(1+2)

22 =5 +6

(5—12)(1+2)

<0

<0

<0

Resenja jednacine 2 — 5z + 6 su x; = 2 i 29 = 3. Kritiéne vrednosti su
takodeix =51z = —1.

Dakle, resenje je

xr € (—oo, —1)U(2,3)U (5,+00).

Zadatak 21. Resiti jednacinu:

1 +3_6—x
x—4 =4

o -1 2 3 5 +00
22 — 5z +6 + + | - + |+ |V
5—a ¥ N
T+a - T+ |+ +
2 — 51+ 6
G-2)(1+a) I e R e
T T T
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Resenje: Redom dobijamo:
1 3(x—4) 6—=x

_ -0
x—4+ x—4 r—4
1+3z—-12—-6+2x
& =0
r—4
4o — 17 17

=

= 4o — 17 = = —.
$_40(:)x70(:)x4

Zadatak 22. Srediti izraz:
( 3 3a*+3a+3 a4—a> a — a?

a—1 a? —1 a3+ 1 3
Resenge:
3 _3a2~|—3a~|—3.a4—a a — a?
a—1 a? —1 Tad 41 3

_( 3 3(a*ta+l) a’+1 >_a(1—a)

“\a—1 (a—1(a+1) a(a®—-1) 3

_3.( 1 adta+l ‘(a+1)(a2—a+1))'a(1—a)

B a—1 (a—1)(a+1) a(a—1)(a®+a+1) 3
1 a>—a+1

:(a—l_a(a—l)z)'a(l_a)

Cafla—1)—(a®—a+1)

- a(a —1)? ra(l-a)
a’>—a—a’+a—-1
a(a —1)?

1 1

:ﬁ'(_l):a—l’

a-(~1)-(a—1)

Zadatak 23. U jednacini 22 —2 (m — 2) x—(2m — 4) = 0 odrediti param-
etar m tako da resenja po x budu jednaka.
Resenje: Koeficijentisua =1, b= —2(m—2), c = —(2m—4) = —2(m—2)
pa je
D=0—dac=4(m—2)°+4-2(m—2)
=4(m —2)(m —2+2) =4(m —2)m.
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Potreban i dovoljan uslov da kvadratna jednacina ima jednaka realna resenja
je D =0. Dakle, m =0 ili m = 2.

2
Zadatak 24. Za koje vrednosti x je razlomak w ve¢i od —37
x?—4x+3
Resenje:
2% —2x +3 3
x?2—4xr+3 -
22— 22+ 3
& —x2—4x+3+3>0
22— 20 +3+322 120 +9
= 5 >0
r? —4x+3
42% — 142 + 12
<~ 22 —4x+3
202 — Tx + 6
& PR —— >0

Regenja jednacine 222 — 7o + 6 = 0 su oy = % i xy = 2, a reSenja jednacine
22 —4xr+3=0suz; = 1ixy=3. Ova cetiri broja su kritiéne vrednosti u

tablici znaka. Pored toga je x # 11 x # 3 zbog definisanosti.

—00 1 g 2 3 +00
20% — Tz + 6 + T e I I e
r? —4r +3 - — — - - A
22° — Tx + 6
P du13 S R L E
T T
Resenje je
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2

Eksponencijalne i logaritamske
jednacine i1 nejednacine

2.1 Eksponencijalne jednacine i nejednacine
2.2 Uvod - definicije i osnovne osobine

Definicija. Fksponencijalna funkcija je funkcija oblika

gde je a > 0, a # 1. Broj a se naziva osnova, a = je eksponenet.
Postoje dve grupe eksponencijalnih funkcija:
o O<a<l,

e a>1.

Najvaznije osobine eksopnencijalnih funkcija su:

— domen je skup realnih brojeva R;

— kodomen je skup pozitivnih realnih brojeva, tj. (0,+00);
— grafik sece y-osu u tacki (0,1); nema preseka sa x-osom;

21
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L L L L L
-3 -2 -1 1 2 3 4 -2 -1 1 2 3

(a) f(z) =a",0<a<1 (b) f(x) =a",a>1
Grafici eksponencijalnih funkcija
— x-osa je horizontalna asimptota grafika;

— monotonost - ako je 0 < a < 1 funkcija je opadajuca, a ako je a > 1
funkcija je rastuca.

Od posebne vaznosti u primenama su sledeé¢e osobine:

a®-a¥ = ot
a_x — aa;_y
a¥y
@y = o
at = L
ax
(ab)® = a"b’

2.3 Eksponencijalne jednacine

Definicija. Fksponencijalna jednacina je jednacina kod koje se nepoznata
nalazi u izloziocu stepena.
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Vazna napomena. Za reSavanje eksponencijalnih jednacina koristi se
definicija jednakosti eksponencijalnih funkcija:

/@ = 9@ o f(2) = g(a).

2.3.1 Zadaci
Zadatak 1. 100 - 10%*~2 = 1000"%

Resenje. Ako oznac¢imo datu jednacinu sa J, tada je

J e 1072 = 10"
2r __ ztl
& 10 =10
o or— z+1
3
- 1
T = .
5

22024615 __ 8
Zadatak 2. 0,5 % =7

Resenje. Ako oznac¢imo datu jednacinu sa J, tada je

27(x2720x+61,5) _ 2375

J
2 5

—x +20x—61,5:§

212 — 40x + 128 = 0

r1 =4, vy = 16.

T 0

Zadatak 3. 4° — 373 — 3v+3 _ 92+l
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Resengje. Ako oznac¢imo datu jednacinu sa J, tada je

J

t s

(3

¢ ¢

4:2_'_22:B+1 :231+%
4°(142)=2-3"-V3
3-4°=2.3"./3/ . 3w+

() -

2)2“"‘_ 2
V3 V3
2r =1
1

Zadatak 4. 4% — 373 — 3tz _ 921

Resenje. Ako oznac¢imo datu jednacinu sa J, tada je

J

=

=

=

22$ 4 22$—1 — 3$—% 4 31:—}—%

227(1 + %) =3"(v3+ %)
3

4
2% = =30 — ) 3"
2 \/§/

2
3

Zadatak 5. 327! =324 /3204 — 6. 3% 4 1
Resengje. Ako oznac¢imo datu jednacinu sa J, tada je
3% .31 = 37.32 ¢ /(34 _1)?
(39)2.371=9.3% £ 3o+l 1
(37)2.371=12-3" -1/ -3
(3°)* —36-3"+3 =0.

J

t e
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Smenom ¢ = 3% (jasno vazi t > 0) data jednacina se svodi na t* — 36t +3 = 0.
Resenja ove kvadratne jednacine su ¢; o = 18 /321, Sto dalje daje

3" =184+321 & a1, = logs(18 & v/321).

Zadatak 6. 4%18 _5.427%5 L 64 = ()

Resenje. Ako oznac¢imo datu jednacinu sa J, tada je

J & 445454 P =0/ 4
& 4. (47)2 —5.47 .47 11 =0.

Smenom ¢ = 4?% (jasno vazi: ¢t > 0) data jednacina se svodi na 1024t? — 80t +
1 = 0. Resenja ove kvadratne jednacine su t; = % it, = 2L, sto dalje daje

647
4 =472 & 2 =-2 & 1 =-1

3
47 — 473 o 2x:—3@x2:—§.

Zadatak 7. 9”71 — 36373 +3 =0
Resenje. Ako oznac¢imo datu jednacinu sa J, tada je

J o 321D 92,32 3273, 3_
o 320D _y .30l 3

Smenom ¢ = 3"~ (jasno vazi t > 0) data jednacina se svodi na t2—4t+3 = 0.
Resenja ove kvadratne jednacine su t; = 11ty = 3, sto dalje daje

3v*-1 ??—1=0 11=—1,2=1

1 <
3 & 2P-1=1 & 23=—V2 2,=V2.

31‘271

Zadatak 8. /64 —5- V253 +16=0
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Resengje. Ako oznac¢imo datu jednacinu sa J, tada je
J & V2 5.2 416 =0
= (23)2—5~21+3+16_0
= (23)2—10-23+16:o.

Smenom ¢ = 2 (jasno vazi: ¢ > 0) data jednaéina se svodi na t2—10¢+16 = 0.
Resenja ove kvadratne jednacine su t; = 2 i 15 = 8, sto dalje daje

29 =2 o =1 =3

8w

20 =8 & =3 & xy=1.

Blws |w

Zadatak 9. 3- /10 = 5(50 + ¥/10)
Resenje. Ako oznac¢imo datu jednacinu sa J, tada je
J < 3-10% =5(50 + 102¢)
& 3-(10%)2 —5-10% — 250 = 0.

Smenom ¢ = 102 (jasno vaz: t > 0) data jednacina se svodi na 3t — 5t —
250 = 0. Resenja ove kvadratne jednacine su t; = —% ity = 10, Sto dalje
daje
0% =10 & ~ =1 o=
- 2 Ty

Zadatak 10. 12- ¥/3 — /3 =27

Resenje. Ako oznac¢imo datu jednacinu sa J, tada je
J & 12.32 — (32)% =27

Smenom t = 32 (jasno vazi: t > 0) data jednacina se svodi na t* — 12t 427 =
0. Resenja ove kvadratne jednacine su t; = 31 t, = 9, Sto dalje daje

32 3 & ! 1 & 1
T = _— = €r = —
2x 2

1 1

32 =9 & — =2 & r=-.
2% S
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Zadatak 11. 12-16" —25-12"4+12-9" =0

Resenje. x1 =1, x5 =—1.

Zadatak 12. 3-18"4+2-8" =5.12"

Resenje. x; = —1, x5 =0.

Zadatak 13. 125+ 124 - 5Ve2 = 25Ve=2

Resenje. Ako oznac¢imo datu jednacinu sa J, tada je
J & (5YVT)? —124-5Y772 125 =0

Smenom ¢ = 5V*72 (jasno vazi: ¢ > 0) data jednacina se svodi na ¢* — 124¢ —
125 = 0. ResSenja ove kvadratne jednacine su t; = —1 i ty, = 125, Sto dalje,
imajuci u vidu uslov ¢t > 0, daje

5VET2 =195 & Vr—2=3 < r=11.

Vazna napomena. Oblast definisanosti D; date jednacine dobije se iz uslova
r—22>0,tj. vazi D; = [2,400). Trazeno resenje pripada tom skupu.

Zadatak 14. 4V*=2 — 12 =2ve=2
Resenje. Ako oznac¢imo datu jednacinu sa J, tada je
J & (VT2 -2Vt =12
Smenom ¢ = 2V®~2 (jasno vazi: ¢ > () data jednacina se svodi na t? —t—12 =

0. ReSenja ove kvadratne jednacine su t; = —3 i to = 4, sto dalje, imajuci u
vidu uslov ¢ > 0, daje

QVE=2 — 92 o r—2=2 < x=0.

Vazna napomena. Oblast definisanosti D; date jednacine dobije se iz uslova
r—22>0,tj. vazi D; = [2,400). Trazeno resenje pripada tom skupu.

Zadatak 15. 4¢tVe'=2 _ 5. 9r-14+Vai-2 _ ¢
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Resengje. Ako oznac¢imo datu jednacinu sa J, tada je

J & (22HVER2 _5lg7ligetVat2 g

Smenom ¢ = 2*7V**~2 (jasno vazi: ¢ > 0) data jednacina se svodi na 2> —
5t — 12 = 0. ResSenja ove kvadratne jednacine su t; = —% ity =4, sto dalje,
imajuci u vidu uslov ¢t > 0, daje

o s} 3
QIVIE2 _ 92 o a4 Va2 —2=2 & =g

Vazna napomena. Oblast definisanosti D; date jednacine dobije se iz uslova
2% —2 >0, tj. vazi Dj = (=00, —v/2] U [v/2, +00). Trazeno resenje pripada
tom skupu.

2.4 Eksponencijalne nejednacine

Definicija. FEksponencijalna nejednacina je nejednacina kod koje se nepo-
znata nalazi u izloziocu stepena.

Vazna napomena. Za reSavanje eksponencijalnih nejednacina koristi se
osobina monotonosti eksponencijalnih funkcija:

e ako je 0 < a < 1 tada vazi

IS (CORP I ICONPAN f(x) > g(x);

WO > a0 s () < glo)
e ako je a > 0 tada vazi

- df® < @@ & f(2) < g(2);

- '@ > a9® = f(z) > g(2).
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2.4.1 Zadaci

Zadatak 16. z?-3°— 3"t <0
Resenje. Ako oznacimo datu nejednacinu sa N, tada je

N & 3%2?-3)<0
s 22 -3<0
& ze[-V3,V3].
Zadatak 17. %SZ

Resenje. Ako oznac¢imo datu nejednacinu sa N, tada je

4% 4+ 20 — 4
N < +—$_2§0
r—1
4% — 2
& <0
r—1
& @W-2<0ANz—=1>0)vVE4*"—2>0 AN 2—-1<0)
& <2 Az>DHVE¥F>2 Ar<])
1 1
& ($§§A$>1)\/($2§ Nz <1)
1
<~ §§I<1

1
Zadatak 18. <(%)x2_2x> F>

Resenje. Ako oznacimo datu nejednacinu sa N, tada je

3 ac2722x 3 0
N & = > =

2
-2

- T 2$§O
x

s 22—2:<0

& e (0,2).

Napomena. Pri odredivanju konacnog resenja treba imati u vidu da je
nejednacina definisana za sve realne brojeve razlicite od 0.
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Zadatak 19. 2¢+2 — gz+3 _ gz+d - o+l _ pot2

Resenje. Ako oznac¢imo datu nejednacinu sa N, tada je

N & 2%(4—-8-16) > 5%(5 —25)
< —20-2" > -20-5%/ : (—20)
& 2P <hY ) 5"
- (2)21
5
& x> 0.
2242

Zadatak 20. 0,2:2-1 > 25

Resenje. Ako oznac¢imo datu nejednacinu sa N, tada je

)
N & 5 21 >5°
2+ 2
] > 2
% 42
2 —1
32
2 —1
2—-1<0

re(—1,1))\ {0}
(—1,0)U (0,1).

(3

+2<0

(3

<0

(A

Zadatak 21. 5%l > 5% 4+ 4

Resenje. Ako oznacimo datu nejednacinu sa N, tada je
N & 5.5 -5"—4>0.

Smenom ¢ = 5% (jasno vazi: ¢t > 0) data nejednacina se svodi na 5t*—t—4 > 0.
Resavanjem ove kvadratne nejednacine dobijaju se uslovi ¢ < —% ilit > 1,
Sto dalje, imajuci u vidu uslov ¢ > 0, daje

5 >1 < 5>5 o x>0.
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Zadatak 22. 27 4277t _2< ]

Resenje. Ako oznac¢imo datu nejednacinu sa N, tada je
2
N & 274 5 3<0.
Smenom t = 2% (¢t > 0) dobijamo nejednacinu

t+%—3§0/-t & P-3t+2<0
& 1<t<?2
e 20<2r <2t
& xel0,1].

1 1
Zadatak 23. 57 < mp

Resenje. Smenom t = 3% dobijamo

(N 2t — 6
t+5 3t—1 (t+5)(3t—1)

<0,
Sto povlaci t < —5 ili % < t < 3. Imajuéi u vidu uslov ¢ > 0 imamo

37t <3 <3 & %<x<3.

Zadatak 24. 1 > _1

22e43 = 2eF2q

Resenje. Smenom t = 2% dobijamo nejednacinu

L 1 Sy & (t—2)° <0
2+3 4t—-1" (t2+3)(4t—1) —
S 4dt—-1<0V iEt—2=0
1
& t<1vt:2
& <2 v 22=2
&S < —-2Vae=1
&z e (—oo,—2)U{l}.
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Zadatak 25. 8- 2 > 1+ (2)"

Resenje. Ako oznac¢imo datu nejednacinu sa N, tada je

373-2 2\ *
N & 8-L—<§) —1>0

8 1 2\

3

Smenom t = (2)” (¢ > 0) dobijamo nejednacinu

92 — 1

>0 = 9 —1>0AN1—t>0)V(O:P—1<0 A 1—1

o (o) mie)

1
< §<t<1

1 2\" )
& 3<(3><:

1
& l%g >z >0
1

& (O,logg 5)

Zadatak 26. 31 5 > 1+ ( )
Resenje. Postupak je slican opisanom u Zadatku 10. Smenom ¢t = (%)x
(t > 0) dobijamo nejednacinu
1—-t>0
t<1
2)’ <1
3

x> 0.

Tt ¢ ¢3¢
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Zadatak 27. 6-9" —13-6"4+6-4" <0

Resenje. Ako oznac¢imo datu nejednacinu sa N, tada je

N & 6-(3°)"—13-(2-3)"+6-4"<0/ : 4°
< 6 3\ 13 ’ m+6<0
2 2 -

Smenom ¢ = (2)* (¢ > 0) dobijamo kvadratnu nejednacinu

2 _ 2 3
62— 13t+6<0 < Sty
- 3 *1< 3 9”< 3\'
2 =\2/) = \2
&S 1<z <.

Zadatak 28. 9* —10-3*-274+9-4* <0
Resenge. 0 <z < log% 9. (Postupak slican Zadatku 12)

2.5 Logaritamske jednacine i nejednacine

2.6 Uvod

Definicija. Logaritamska funkcija sa osnovom a > 0, a # 1, je definisana
na sledeé¢i nacin

y = log, x ako i samo ako x =a’.

Postoje dve grupe logaritamskih funkcija:
o O<ac<l,

e a>1.
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(a) f(z) =log,z,0<a<1 (b) f(x) =log, z,a > 1

Grafici logaritamske funkcije

Najvaznije osobine logaritamskih funkcija su:

— domen funkcije je skup pozitivnih realnih brojeva, tj. D = (0, +00);

— kodomen je skup realnih brojeva R;

— grafik sece z-osu u tacki (1,0) (nula funkcije); nema preseka sa y-osom;

— y-osa je vertikalna asimptota grafika;

— monotonost - ako je 0 < a < 1 funkcija je opadajuca, a ako je a > 1
funkcija je rastuca.

Od posebne vaznosti u primenama su sledeé¢e osobine:

log,1 = 0
alOg“ T = 1
log,a* = =z

TEOREMA. Zakoni logaritmovanja. Zasvea > 0, a # 1, pozitivne
brojeve M i N i realni broj ¢ vazi:

1. log,M-N = log, M + log, N;
2. loga% = log, M — log, N;

3. log, M¢ = clog, M.
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2.6.1 Zadaci

Zadatak 29. Za funkciju y = log(—2? + 6z — 5) nadi:
(a) skup vrednosti x za koje je funkcija definisana,
(b) vrednost x za koju funkcija ima maksimum i izracunati taj maks

Resenje. (a) Data funkcija je definisana za —2%+6z—5 > 0ili 22—62+5 < 0.
Resavanjlem ove kvadratne nejednacine dobija se oblast definisanosti Dy =
(1,5).
(b) Prviizvod date funkcije je
/ 1

/ — 1 .2 _ — (=2
Y (log(—2” + 6z — 5)) S — (=2 +6)
2(z — 3)

(z —1)(z —5)

Nula prvog izvoda (tj. resenje jednacine ' = 0) je x = 3. Posle ispitivanja
znaka prvog izvoda dobija se da funkcija na intervalu (1,3) raste a na inter-
valu (3,5) opada, sto, dalje povlaci da u x = 3 funkcija postize maksimum
koji iznosi y(3) = log 4.

Zadatak 30. Data je funkcija y = log (—22% + Tz — 3). Odrediti:
(a) oblast definisanosti date funkcije,
(b) vrednost(i) x za koju funkcija ima maksimalnu vrednost.

Resenje. (a) Domen ove funkcije odredujemo iz uslova —2z% + 7z — 3 > 0.
reSavanjem ove kvadratne nejednacine dobijamo Dy = (3, 3).

29
(b) Prvi izvod je ¥ = —5-5-%—; nula prvog izvoda i tacka maksimima

—22%472—3"
jex = %; maksimalna vrednost je

16 4 15
mawzl -2 — 7-——3)=1 —_—
Y og (=2 g+ 75 —3) =log g

2.7 Logaritamske jednacine

Definicija. Logaritamska jednacina je jednacina kod koje se nepoznata
nalazi i u logaritmu ili ¢ini osnovu logaritma.
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Vazna napomena. Za reSavanje logaritamskih jednacina koristi se defini-
cija jednakosti logaritamskih funkcija:

log, f(x) = log, g(z) & f(z)=g(z)

2.7.1 Zadaci

Zadatak 31. li =1
0og3 T 6

Resenje.  Domen jednacine je skup D; = (0,00). Ako oznacimo datu
jednacinu sa J, tada je

J & loggx=-—18
& =318

Zadatak 32. log, ,(z*—6x+10) =1

Resenje. Najpre treba odrediti domen jednacine Dj, tj. skup u kome data
jednacina moze imati resenja. Isti se odreduje iz uslova 2% — 6z + 10 > 0,
r—2>0iz—2+#1. Kako je kvadratni trinom 22 — 6x + 10 pozitivan za
sve realne brojeve, to se iz poslednja dva uslova dobija z > 2 i x # 3, tj.
D = (2,+00) \ {3}.

Ako oznacimo datu jednacinu sa J, tada je

J & 22—6x+10=2—2
s 22—Tr+12=0
=4 $1:3V$2:4.

Imajuéi u vidu da z; ¢ Dj, to je reenje jednacine z = 4.
Zadatak 33. ng%(Hl) =5

ReSenje. Domen jednacine D; odreduje se iz uslova  + 1 > 0, tj. vazi
Dj = (-1, +OO>

log 1 (222+1)
5
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Primenjujuc¢i osobine logaritmovanja dobijamo

log. (& + 1) ! !
og1(x = —=
gg 10gm+1 % logx-i—l 1- logx—i-l 3
B 1 1
- =7
log, 113 gy

= —logy(z +1) = logs(x +1)7".
Sada, ako oznac¢imo datu jednacinu sa J, dobijamo

J o 310g3(a7+1)_2 _ 5log5(2m2+1)_1
- 1 _ 1
(x+1)2 222+1
& 22 -20=0
& 1=0V x9=2.

Napomena. Oba resenja pripadaju domenu jednacine.

Zadatak 34. log(z? 4 19) — log(z — 8) = 2

ReSenje. Domen jednacine Dj; odreduje se iz uslova z — 8 > 0, tj. vazi
Dj = (8, +OO)
Ako oznacimo datu jednacinu sa J, tada je

2419
J & 1ng+ =2
r—38
2419
e TEY g

r—8
s 22—1002+819=0
S =9 V xy=91.

Zadatak 35. log,(z + 14) = 6 — log,y(z + 2)

Resenje. Najpre treba odrediti domen jednacine Dj, tj. skup u kome data
jednacina moze imati resenja. ReSavanjem sistema nejednacina x + 14 > 0,
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r+2 > 0 dobijamo D; = (-2, +00). Ako oznac¢imo datu jednacinu sa J, tada
je

J & logy(z+14) +logy(x +2) =6
< logy(r+14)(z+2) =6
& (r+14)(x+2)=2°
& 27+ 160 — 36 = 0.
Resenja kvadratne jednacine su x; = —18 i 9 = 2. S obzirom da z; ¢ Dj,

to je resenje date jednacine x = 2.

Zadatak 36. log 7 = 5,3

Resenje.  Skup D; treba traziti iz uslova: x > 01 3 4+ loga? # 0. Dakle
D; = (0, +00) \ {1072}
Ako oznacimo datu jednacinu sa J, tada je

1 18 —logx
J & 1 _—
5og 34 2logx

3 2
& glogx—i—glog r =18 —logx
& log?z+4logz — 45 = 0.

Uvodenjem smene ¢ = log x data jednacina prelazi u t2+4t —45 = 0. ReSenja
ove kvadratne jednacine su t; = —91 t, = 5, pa to dalje daje

logz=-9 < =107,
logz =5 < x,=10°.

Kako z1, 75 € Dj, to ova jednacina ima dva resenja.

Zadatak 37. log {/10(z —1)% — $log(3 +2)* = §

Resenje.  Skup Dj treba traziti iz uslova: x —1 # 01 3 + 2 # 0. Dakle
Dj = <_007 +OO) \ {_37 ]-}
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Ako oznacimo datu jednacinu sa J, tada je

1 1 1
J & gloglO(m—l)Q—glog(3+x)2:g/ .3

10(z —1)*

(B3+z)2
10(z —1)2
Brop
8r =—8

r=—1.

< log log 10

T ¢

Zadatak 38. logvz —8+ flog(2z+1) =1
Resenje. Skup Dj = (8,00). Resenje x = 12.

Zadatak 39. 2+log+y/1+ x+ 3logy/1 —z =logv1 — x?

Resenge. Skup D; treba traziti iz uslova 1 — 2?2 > 0 (kojim su obuhvadeni i
uslovi 1 +2 >01i1—2 > 0). Dakle D; = (—1,1).
Ako oznacimo datu jednacinu sa J, tada je

J & logl00-v1+z-(V1—2)*=logVl— a2
& 100-Vi+tr-Vi—a-(V1-2)?=V1-2a?
& 100(1—2) =1
o o=

100

Zadatak 40. log, 2 -log,, 2 = log,, 2

Resengje. Skup Dj = (0,00) \ {1}. Ako oznacimo datu jednacinu sa J, tada
je

; 1 1
log, . log, 2z log, 4
1 1 B 1
log, x . log, 2 +logyx  log, 4 + log, x
1 1 1

=

log,z 1+ log, a 2 +logy x
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Uvodenjem smene ¢ = log, x jednacina postaje

1
= —— (t£0,14+t#£0,24+t#£40) & t-(1+t)=24+1
T 2+t(%7+#,+%) (1+t) =2+

& t2-2=0

= tl - _\/57 t? - \/57
Sto dalje daje

logyr = —V2 & 13 =272
long:\/i & oy =2V

Zadatak 41. log 5 -logyx -log, 5 -log, v = 54

Resenge. Skup Dj = (0,00). Primenjujuéi osobine logaritmovanja (slicno
kao u Zadatku 33 ovog poglavlja) dobijamo

lo r =

Na slican se nacin dobija
2 1
log, 51 = 3 log, x, log,x = 3 log, .
Ako sada oznac¢imo datu jednacinu sa J, tada je

2 1
J & 21og2:v-1og2m-§log2x-§log2x:54

& 2'§-%log§x:54

& glog;lx:E)él

& logyr = 3

& logeox =3 V logyx = —3
&S 1 =8V 19 =—.

8
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21

Zadatak 42. log\qx + logyz +logy v = 5

Resenje. Skup D; = (0,00). Postupkom sli¢cnom onom u prethodnom za-
datku dobijamo resenje x = 64.

Zadatak 43. logsx +log, 3 = 3 +log 73+ logy /=

Resengje. Skup D; = (0,00) \ {1}. Ako oznacimo datu jednacinu sa J, tada
je

J & loggx+ ! =1+ ! +110g9:
logsz 2 loggv/x 2 °°
& 1log x:l !
PR 2 logyw

& logiz —loggr —2=0.

Uvodenjem smene ¢ = logs x jednacina postaje t> — ¢t — 2 = 0. ReSenja ove
kvadratne jednacine su t; = —1, t5 = 2, Sto dalje daje

loggz=—1 & x;=3"
logsz =2 & a9 =3%

2.8 Logaritamske nejednacine

Definicija. Logaritamska nejednacina je nejednacina kod koje se nepoznata
nalazi i u logaritmu ili ¢ini osnovu logaritma.

Vazna napomena. Za resavanje logaritamskih nejednacina koristi se os-
obina monotonosti logaritamskih funkcija:

e ako je 0 < a < 1 tada vazi

- loga f(x) < logag(x) <~ f(I) > g(%);
- log, f(x) >log, g(x) & f(x) < g(x);
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e ako je a > 0 tada vazi

- log, f(x) <log,g(r) & f(r) < g(w);
- log, f(z) > log, g(v) < f(x) > g(z).

2.8.1 Zadaci

Zadatak 44. log,(z® —3) <0
Resenje.  Skup D, treba traziti iz uslova z? —3 > 0. Dakle D,; =

(—00, —V/3) U (V/3, +00).
Ako oznacimo datu jednacinu sa N, tada je
N & log(z® —3) <logl
& 2*-3<1
s 22—4<0
& ze[-2,2].

Konacno resenje nejednacine je skup R = Dy; N [—2, 2], t.

R =[-2,-V3)U(V3,2].

Zadatak 45. log,s(7* — 4z +3) > —3
Resenje.  Skup D, treba traziti iz uslova a? — 4z + 3 > 0. Dakle D,; =

(—00,1) U (3, +00). Ako oznacimo datu jednacinu sa N, tada je

N & logys(a® — 4z +3) > logy5(0,5)°

1\ 8
s 2P—4r+3< (5)

& 22 —4r—-5<0
& rel-1,5].

Konacno resenje nejednacine je skup R = Dy; N [—1, 5], tj.

R=[-1,1)U(3,5].
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Zadatak 46. log 1082 _Jogz < 1

Resengje. Domen nejednacine je D,;; = (0, +00). Ako oznac¢imo datu jednacinu
sa N, tada je

N & log(z* +21) —logz <1

2491
& logx+ < log10
2491
s TTE 9
e
2 _ 10z +21
N ﬂgo
s
s 22100421 <0
& rel3,7.

Dakle, konacno resenje nejednacine je skup

R =[3,7].

O, x2 €T
Zadatak 47. (1)1 S 95

Resenge. Skup D, treba traziti iz uslova a? + 2z + 4 > 0. Dakle D,; =
(—o00, +00). Ako oznacimo datu jednacinu sa N, tada je

4 log 1 (z2+2x+4)
logs | = ’ > loga
5\ 5 5

log%(x2 +2r+4) < -1

N

A~ Ot

log%(x2+2x—|-4) < log%?)
’+2r+4 >3

2’ +2x+1>0
(z+1)2>0

x € (—o0,+00) \ {—1}.

teee T O

Dakle, konac¢no resenje nejednacine je skup

R = (—o0,+0) \ {—1}.
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Zadatak 48. 1 <log, (z*> — 3z +4) <2

Resenge.  Skup D, treba traziti iz uslova 2? — 3z + 4 > 0. ReSavanjem
ove kvadratne nejednacine dobijamo D,; = (—o0, +00). Ako oznacimo datu
jednacinu sa N, tada je

N & 2<2*-3z+4<4
& 22-32+2>0 A 22 -32<0
& r€(—00,1)U(2,400) A z€]0,3]
< xel0,1)U(2,3].

Dakle, konacno resenje nejednacine je skup

R=1[0,1)U (23]

Zadatak 49. log 2;;21 >0

Resenje. Skup D,; treba traziti iz uslova 2;”;21 > (0. Vazi

20 — 1
T+ 2

>0 & (2r—1>0AN24+2>0)V(2r—1<0Az2+2<0)
1 1
& (a:‘>§/\x>—2)v(:c<§/\:c<—2).

Dakle D,; = (—o0, —2) U (3, +00).
Ako oznacimo datu jednacinu sa N, tada je

20— 1

N & log > log 1
x4+ 2

2z — 1
& >1

T+ 2

-3
s 2>

x+2
& (—-3>0AN24+2>0)V(@—-3<0Az+2<0)
S (>23Nz>-2)V(e<3ANz<-2)
& 1z € (—o00,—2)U[3,400).
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Konacno resenje nejednacine je skup R = Dy; N ((—o0, —2) U [3,4+00)), t].

R = (—00, —2) U [3, +00).

Zadatak 50. loggc—Jrl <1

Resenje. R = (—o00, —%') U (4, 400).

Zadatak 51. logs s> < —1

Resenje. R=(—3,—%).

Zadatak 52. log: 2> 2

Resenje. R=[%,1).

372

Zadatak 53. log,r < _10g2x 1

Resenje. Skup D,; treba traziti iz uslova z > 0 i logyz — 1 # 0. Dakle
Dy = (0,+00) \ {2}
Uvodenjem smene ¢t = log, x data nejednacina ima oblik
f< 2 4 —tz_t_2<0
T t—1 t—1 =
& FP—t—-2<0At—1>0)V({#—-t—2>0At—-1<0)
S t<—-1V 1i<t<2

Vra¢anjem smene dobijamo

1
log,r < —1 & logyz <log,2™' & x§§
l1<logyr <2 &2<x<4.

Konaé¢no resenje nejednacine je skup R = Dy; N ((—oo, %] U (2, 4]), tj.

R = (—o0, =

2] U (2,4].
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Zadatak 54, logz—3losrtd
10gx7]_ —=

Resenje.  Skup D, treba traziti iz uslova x > 0 i logz — 1 # 0. Dakle
D, = (0,+00) \ {10}. Uvodenjem smene t = log x data nejednacina postaje

2 2 _
t 3t—1—3<1 N t 4t+4<0
t—1 - t—1 -
_ 92
= <t 2) <0
t—1 —

& t—1<0VvVt=2
& t<1l VvV ot=2.

Vra¢anjem smene dobijamo
logr <1V logz=2 & <10 V z=10%
Konaé¢no resenje nejednacine je skup

R = (0,10) U {100}.
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Trigonometrija

3.1 Trigonometrijske formule

Osnovna trigonometrijska jednakost.
sin®a+cosla =1
Adicione formule.

sin(a + ) = sinacos § £ cos asin
cos(a+ ) = cosacos § F sinasin

tga + tgf s
tg(a_'_ﬁ):l—tg—atﬁ oz—i—57£§+n7r,n€Z
tga — tg T
tea—f) = 22" T rnez
sla—B) = (B a2 D amn

Formule dvostrukog ugla (a = f3)

Sin 2ac = 2sin «r cos «v
cos 2o = cos? o — sin’ «
cos2a = 2cos?ar — 1

cos2a =1 —2sin’a

2t
1 —tg*a
ctg?a — 1
ctg2a = ———
2ctga

47
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Transformacije zbira i proizvoda trigonometrijskih funkcija:

sinoz—l—sinﬁzQsinOH—Bcosa_ﬁ
2 2
. . at+p . a—pf
sina — sin 8 = 2 cos sin
15 oatp
Cosa—f—cosB:Zcosa cosOé2
. a+fp  a-p
cosa — cos [ = —2sin sin

sinasin § = $[cos(a — 3) — cos(a —% 5]

Razne formule:

9 1 + cos 2«
cos“ g = —————

. 9 1 —cos2a

sin“o¢ = ———

sin3a = 3sina — 4sin® o

cos3a = 4cos® o — 3cos

tga-ctga =1, akoje a# % ,neZ

1 i s
1+ tg?a = o ako je a#i—i-mr,nEZ

1+ctg?a=—5—, akoje a# nm,nel
sin?

Trigonometrijske jednacine
1. Jednacina oblika sinx = a ima resenje samo ako je |a| < 1. ReSenje te
jednacine nalazi se po uopstenoj formuli:

n . . . ™ .
x=(—1)"arcsina +nm,gde jen € Zi— 5 < arcsina <

b | 3

Ako je —1 < a < 0, prethodna formula poprima oblik:
z = (—1)""arcsin |a| + nr, gde je n € Z

Korisno je znati da je arcsin(—a) = — arcsin a.
2. Jednacina oblika cosz = a ima reSenje samo ako je |a|] < 1. Resenje te
jednacine nalazi se po uopstenoj formuli:

x = Farccosa + 2nm gde jen € Z 1 0 < arccosa < 7.
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Korisno je znati da je arccos(—a) = m — arccos a.

3. Jednacina oblika tgr = a gde a € R. Poznato je, da se resenje date
jednacine nalazi po uopstenoj formuli:

. T L
x = arctga +nm, gden e Zi — 5 < arctga < 5

Korisno je znati da je arctan(—a) = — arccos a.

4. Jednacina oblika ctgr = a gde a € R. Poznato je, da se resenje date
jednacine nalazi po formuli:

x = arcctga +nm, gden € Z i 0 < arcctga < 7.

Korisno je znati da je arcctg(—a) = m — arcctga.

Vrednosti trigonometrijskih funkcija nekih uglova:

a 0 |7/6 |7/4 |7/3
sina |0 [1/2 [v/2/2|V/3/2
cosa |1 |v/3/2]v2/2(1/2
tana | 0 | v/3/3 |1 V3
cota | — | V3 |1 V3/3

3.2 Zadaci
Zadatak 1. Ako je a + [ + v = 180°, dokazati da je
tga + tgf + tgy = tga - tgf - tgy

Resenje:  Leva strana, s obzirom da je v = m — (a + ), postupno se svodi
na desnu:

tga + tgf

B 1 B 1 —tga-tgf —1 _
= (tga + tgf) (1 - m) = (tgar+ tef) ( 1 — tgatgh > N

(—tga-tgh) = tg(a+B)-(—tga-tgh) = —tg(r—y)tga-tgl =

_ tga+tgp
1 —tga - tgh
= tga - tgf - tgy.
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Zadatak 2. Nadi sva reSenja jednacine

sin 3x + sin2x — sinx = 0.
Resenge:

sin3z 4+ sin2x —sinz =0
(sin3x —sinz) +sin2zx =0
2sinx - cos2x + 2sinx - cosx =0
sinz - (cos 2z 4 cosx) =0

3x

sinx-cos;-cos%zo

sine =0 =z, = k.

cosE=0=L=T+nr=u,=51+2n) (n=0,+1,%+2,...)

cosg=0=¢=5+mr =z, =7(1+2m) (m=0,%1,£2...)

Zadatak 3. Nadi sva resenja jednacine

. 1
SINX 4+ COS T = —
Sin &

Resenge:

1 . 1
sinx +cosxr = —— =sinx +cosr — —— =0=
Sin x sin @
sin?z +sinx - cosz — 1
=0=

sinx

sin?x +sinx - cosx — sin® & — cos? x 0=

sinx

COSZ - (Sinx — cosx .
( ):0:>cosx:0 V  sinx = cosx =

sin
r=02k+1)% VvV x=7+km, k=0,+1,+2, ...
Zadatak 4. Izracunati sin® (2a), ako je

1 1 1 1
tg?

=7

+ + + =
a  ctg’?a  sin®a cos?a
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Resenje:

cos2a  sina 1 1

— 3 —— + 5 =7T=
sin“av  cos?a sin“a cos?«

cos* a + sin* o + cos? o + sin? a

) 2 :7:>
sin” «v - cos? «v

(sin? a + cos? )? — 2sin® acos? a + 1

=7=
sin? v cos? a
1—2(32sinacosa)? + 1 :7¢M:7j
(3 - 2sinacos a)? 1sin® 2a

1 7
2—§sin22azzsin22a:>

sin?2q = —

9

Zadatak 5. Nadi sva resenja jednacine
sin 5z cos 3z = sin 6z cos 2z
Resenge:

sin bz cos 3x = sin 6z cos 2z

sin b5 (cos 2x cosx — sin 2z sinx) = (sin bx cos x + sin x cos 5z) cos 2x
sin bz cos 2x cosx — sin b sin 2rsinx =

= sin Hx cos & cos 2z + sin x cos bz cos 2x

0 = sin z(cos 5z cos 2z + sin 5z sin 27)

0 = sinx cos 3x

sine =0V cosdx =0

r=krV3r=73+kn

a::lm\/z:%—l—%’r keZ

Zadatak 6. Dokazati identitet

™
tg(a—l——

)_ 1 + sin 2«
1)~

Cos 2«
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Resenge:
sin(a—i—ﬂ) V2gina+ 22 cosa
tg (a+7) = 5 = Vs i -
COS(CX+Z) MFcosa — % sina
cosa+sina cosa+sina cos?a + 2sinacos a + sin? a
cosa —sino  cosa + sin cos? o — sin? «
1 + sin 2«
CoS 2«
Zadatak 7. Dokazati identitet
cos 1.5
———— = —sin“«
200 15,2a
ctgS — g3 4
Resenge:
COS & CoS (v
2o t2a  l4cosa  l-—cosa
Ctg 2 tg 2 1—cos 1+4cos « 9
(1 — cos® a) cos a sin® av - cos .y
= = —sin“ «
1+ 2cosa+ cos?a — (1 —2cosa + cos? a) 4cosa 4
Zadatak 8. Nadi sva resenja jednacine
V3 1.
CoS3r = — Ccosx — —Ssinx
2 2
Resenge:

cos 3x = ‘/7500890— %sinx

cos 3x = cos (m + %)

3r=x+5+2kr V 3v=-w—g+2knr

2x:%—|—2k7r V 4x:—%+2k7r

r=+tkr V xz—;’l—i—%ﬂ ke Z
Zadatak 9. Dokazati identitet

sin v 4 cos « 1+ 2cos® 2

sina — cosa cos? a(tg?a — 1) 1+ tga

Resenge:
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sin v + cos o 1+ 2cos® sin o + cos av

sina —cosa  cos?a(tg?a—1) sina — cosa
1+ 2cos? a sin v + cos « 1+ 2cos? a

cos? o <sin2 a—cos?a sinaw —cosa  (sina — cos a)(sin o + cos )
cos? a

_ (sina+cosa)® —1—2cos’a

(sin v — cos ) (sin a + cos «v)
sina + 2sinacosa + cos?a — 1 — 2cos? a

sin?a — cos?a
2 cos a(sin v — cos o) 2

(sina — cos ) (sin o 4 cos a) Nt tga

Zadatak 10. Naci sva resenja jednacine

2

sin?z — 3cos?x + 2sin2z =1

Resenge:

sin?x — 3cos? x + 2sin 2z = 1, 1 =sin?z + cos?z

sin?z — 3 cos? x + 2sin 2z = sin? z + cos® x

—4cos’x +4sinz - cosz = 0= cosz(sinz — cosx) =0 =

= cosx =0Vsinx =cosx

r=02k+1)%, k=0,£1,£2,... Vo =7+mr, m=0%1,%2,. ..

Zadatak 11. Odrediti sva resenja jednacine
1 1 2

sinr  cos?x sinz-coszw

Resenje:
cos? x +sin*x — 2sinx - cosz — 8sin’x - cos’x 0
sin?z - cos?x -
I —sin2x — 2sin" 2z
isinQ 2z 2_
sin 2z = t, #:0, t#0

82— +4=0=22+t—-1=0 t;,=—-1, ty=
sin2x:—1:>2x:37”+2k7r x:%”jtlm

sin2x:%:>2x:%+2k7r V 2v =7 — % +2mn
r={5+km V x:‘;’—g—i—mw k,m=0,+1,£2,...

1
2
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Zadatak 12. Resiti nejednacinu

—2cos’x +sinx+1<0

Resenge:

—2cos?w +sinz+1<0= —2(1 —sin*z) +sinz+1<0
2sin?2 +sine —1 <0 smena sinz =t

204+t —-1<0, ty=3, to=-1 —-1<t<;
—1<sinx<%

—5 +2km <x < % + 2km, kE=0,+1,£2,...

¥ 4 2nw <z < 3 4 2nm, n=0,4+1,42,...

Zadatak 13. Nacdi sva resenja jednacine

sinz +tgr =1+ cosz

Resenge:
. sin x
sinz + =1+cosz
COS T
sinz | 1+ =1+ coszx
Ccos &
sin x

(1+cosx)=1+cosx
COS T
(1+cosx)(tgr —1) =0
l4+cosz=0 ili tgr—1=0
cosr=—-1 V tgr=1
v=7m+2kr (k=0,£1,%£2,...) v=F+mr (m=0,%1,£2,...)

Zadatak 14. Nacdi sin 18°, koristec¢i jednakost

sin 36° = cos 54°
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Resenje:

o =18°

sin 2a = cos 3o = cos (2a + a) = cos2a - cos a — sin 2« - sin &

sin 2a = (COS2 a — sin? a) cosa — 2sin® o cos «

2sin v cos v = cos® v — sin? o cos a — 2 sin? av cos a
2sin avcos v + 3sin® avcos o — cos® av = 0 <
cosa(251na+331n2a—0082a):O
cosa(4sin2a+251na—1)20

cosa =0 a= 75+ kr nijeresenje zbog Sa =
4sina + 2sina — 1 =0

sinoz:%5 ili sina:#g;

Kako je sin18° > 0 to je sin18° = #5.

™

2

Zadatak 15. Nacdi sva reSenja jednacine

sin9x + sinbx — cos2z =0

Resenge:

sin 9z + sinbx — cos2z =0

9 5 9z — 5
2 sin x; xcos 9[:2 x—costzO

2sin 7x cos2x — cos2x = 0

cos2x (2sin7r — 1) =0

cos2x =0 ; 22=75+km ; xkzﬁ—l—%”
=2+ k=0, £1, £2,...

sin7z =3, To =% +2mn ili 7o =3+ 2mr

oo 2nm _57T+2m7r
T Ty Tm = Ty
n=0, +1, 42, ...  m=0, +1, £2, ...

Zadatak 16. Naci sva resenja jednacine

\/gsinx =1-—cosx

Resenge:
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I NACIN

\/gsinx =1—coszx
sin% (\/gcosg — sin

ﬁcos%—singzo

sing =0 = 3=

ﬁcos%—sin%zo

s=gtnm = @,
II NACIN

V3sinz =1—cosx =
3sin?z=1-—
deos’x —2cosxt —2=10
20 —t—1=0

=

t12 =

cosr =1 r = 2km

2cosx + cos® x

; 2\/_sm cos 3 = 2si 2%

%) =0 ; sin§=0 ili

kr = x,=2krm k=0, +£1, +2,
:> tel =3 =
= =+ 2n, n=0, £1, £2,

3sin’z = (1 — cosz)

= 3(1—rcos?r)=1—2cosz + cos’x

2c¢os?x —cosx—1=0 cosx =t
1+v1+8 1
— =1, 752:—5

cosx:—% x:%’r—i—Zmrilix:_TQ”—l—Qmﬂ

Posto smo na pocetku kvadrirali jednac¢inu, moramo proveriti da li su do-
bijena reSenja zaista reSenja polazne jednacine. Proverom dobijamo da su

reSenja polazne jednacine

2
T onm, n=0,41,+2, ...

r=2kr, =0,£1,£2,... i =3
Zadatak 17. Resiti trigonometrijsku jednacinu
sin*z — costz = 1
2
Resenge:
1
sinfz —costz == <« (sin2 T — cos’ :z:) (sin2 T + cos? x) =3
1 3 3
2sin2x—1:§ & sinfr=S & sinx:ig
2
x1:§+2/€7r I2:§+2k7r
k=0,%41,+£2, k=0,%1,+£2,
4 5
x3:§—|—2k57r Ty :?ﬂ—l—ZIm
k=0,+1,+2, k=0,%1,£2,
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Zadatak 18. Naci sva reSenja jednacine

sinx + tgx = — COST
cosx
Resenge:
: _ 1 : sine _ 1
SINT + 18T = - — COST = SINT + [ = = —— — COST

(uslov cosx # 0) = sinzcosr + sinx = 1 — cos? v =

= sinzcosz + sinx = sin® x = sinx cosz + sinx — sin?x = 0
sinz (cosx —sinx + 1) =0 = sinz ili sinz —cosx =1

sine =0= 2, =km k=0,+1,+£2,

sinz — cosz =1 = (sinz —cosz)’ =12 =

sin? ¢ + cos’x — 2sinzrcosz = 1 =
2sinxcosxr =0 =sinz =01ili cosx =0

cosx # 0 = sinz = 0 = x = k7 znadi sva reSenja sux = k.

Zadatak 19. Odrediti sve presecne tacke krivih

y =sinx, y=sin2z

Resenje:

y=sinx gy =sin2x

sin2r =sinx = sin2rx—sinz=0 =

= 2sinxcosx —sinx =0

= sinz(2cosz—1)=0

= sginzx =0, cosx=

sinx=0 = x,=nm, n=0, £1, +2, A, (nm, 0)
1

cosT =5 = wp==x%+2kr =

sinmy =+ = 4 (ig + 2%k, i@)

N |—=

Zadatak 20. Naci sva resSenja jednacine

sin?z +sin?2z =1



58 Trigonometrija

Resenge:

sin® x + sin? 2z = 1

sin2r =1 —sin’z = sin?2z = cos’x

4sin’zcos’z = cos’z = cos’z (1 —4sin’z) =0
cos?r=0V1—4sin?z =0

coslz =0 = xnzg—l—nﬂzw, n=0, £1, £2, ...

1 —4sin’z=0 = sinxz:l:%

sine =35 = @, =542k, k=0, £1, £2, ..
xm:%”—FZmﬂ, m=0, £1, ...

sina::—% =>93:—‘%—|—2n7r\/:r:—%+2n7r,n:O,:Izl,:I:Q,...

Zadatak 21. Resiti trigonometrijsku jednacinu
(5 s) (G 40) =
sin(— —x)-sin{—+z)=—=.

4 4 2

1 ™ ™ T T 1
e R R IT I

Resenge:

2 4 4 4 4
cos (—2x) — cosg =-1
cos2r = —1
20 = + 2km
xr = g + km
k=0, £1, 2, ...

Zadatak 22. Naci sva resenja jednacine

cos2x — 4sin?zcos’xr =1

Resenje:

2r=1

cos 2x — 4sin? z cos
cos2x — sin?2x = 1

cos2x — 1 + cos? 2z = 1
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cos2x =t
P +t—-2=0
—1+3
b1 = 5
t1 = —2, cos2r =—2, nema resenja

ty =1, cos2r =1, 20 =2kw, x=kmw, ke Z

Zadatak 23. Naci sva reSenja jednacine

Ccos2x + cosx = sin2x + sinx

Resengje:
Ccos2x + cosx = sin2x + sinx
3x T . 3 T
2C0S — COS — = 2sin — cos —
2 2 2 2
T 3x . 3
cos— | cos— —sin— | =0
2 2 2
3 3
cosgzO V cosg—singzo
T_ o o T_T. _ @2n+ D7
cosQ— 7= 75 nmw = 5 ,
Tp=0C2n+1)m, n=0,+1,+£2 +..
3z . 3z
cos— —sin— =0 =
2
3z 3r o« T 2kmw
— =1 — = = —4— =0,4+1,4+£2. ...
tg2 & 5 4+k7r & 6~|—3 (k=0,£1,+2,...)
7r+2k7r
T = — + —
e 3

Zadatak 24. Naci sva resenja jednacine

sin3x + sin2x + sinx = 0.
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Resenge:

sin3x 4 sin2x +sinz =0
<:>23in?””%cos:3’37’$+sin2x:0
& 2sin2zcosx +sin2x =0

& sin2z (2cosz+1) =0

< sin2x =0 V 2cosxz+1=0

&2 =kr, k=0,+1,+2,... V cosz=-1
o= k=0+1,4+2,... V z=7-I+2n7
Sr=8 k=0+1,4£2,... V z=7+I+2n7
=8 k=0+1,+2,... V z=02k+1)nrL%
Zadatak 25. Nadi sva resenja jednacine:
cos 2z — 4sin® z cos® . = 1.
Resenje:
cos 2x — (2sinz cosx)’ = 1
cos2x —sin?2z =1
cos2x — (1 — cos?2x) =1
cos? 2z + cos2x — 2 =0 cos2x =t
tP+t—-2=0
—1+3 —-14+3 —-1-3
t172: 5 3 tlz 2+ =1 ) t2: B :—2—otpada

cos2r =1 20 = 2k, r=k-m keZ
Zadatak 26. Naci sva reSenja jednacine
.
sin — 4+ cosx = 1.
2
Resenge:

sinfg +cosx =1«

& sing +cos23 =1

& sin 4 cos2Z = sin® £ + cos? £

< sin § —I—coszg—sinzg :Sin2§—|—cos
@sin%—QsixF% =0

&sing (1-2sinf) =06 (sinf=0)V (sinf =3)

2z
2
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)sing =0« 5 =kr, k=0,£1,%+..; v =2knm

M

2)sinf =36 (§=242kn)V (2=242kn), k=0,+1,+2..;

Resenje jex = § +4km iz = %’r +4dkm, k=0,£1,£2..;

Zadatak 27. Naci sva resenja jednacine:

sin*x — cos*z = 5

Resenge:

sintx —costx =1

& (sian — cos? x) (sian + cos? x) = %
(:)—008237:%@costz—%@Za::Wig—l—ka
k=0,£1,£2,..;

r=5+5+km k=0,+1,+2, .

Zadatak 28. Nacdi sva reSenja jednacine

SiIl4 T+ COS4 T = sin T cos T

Resenje:
sin?x 4 cos?z =1
& sintz + 2sinzcos?x + costax =1

< sintx + costax =1 — 2sin’ x cos? .

Jednacina sin® z + cos* z = sin z cos =

o 1—2sinzcos?z =sinzcosx
o 1—2sin?zcos?r —sinzcosz =0
S1-22—t=0&2t+t—1=0gdejet=sinzcosx

—1+£vV1+8 1 . 1 .
tijp= —————=—1, —; sinxcosx = —sin2x
’ 4 T2 2

1. 3sin2z = —1 % sin2z = —2 otpada
2. 3sin2r=1ssn2r=1«
& sin2r = 1 & 2r = 3 + 2km,

r=T4kr, k=041,+2, ..
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Zadatak 29. Naci sva reSenja jednacine
cos2x — Hsinx — 3 = 0.

Resenge:

Primenom trigonometrijske identi¢nosti cos 2z = 1 — 2sin® 2 dobice se

cos2r — Hsinr —3=0< 2sin’x + 5sinz +2=0
t=sinz, 22 +5t+2=0

5+t v25—-4-2-2 5 I

t; = —2 nema smisla jer je |t| = [sinz| < 1

ty=sinz=—3, o= (F+I)+2%kr, k=0+1,+2 ..

ty o
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Geometrija

4.1 Planimetrija

Trougao

Pouvrsina trougla AABC:
aha’ et % — %

2 2 2

1) P
2) P=+/s(s—a)(s—b)(s—c), s=atbte
3) P = jabsiny = Lbcsin o = Sacsin 3
4) P = 22/5 (a stranica jednakostrani¢nog trougla)
5) P
6) P=r-s, =t

Sinusna teorema: Stranice trougla proporcionalne su sinusima njima naspr:
nih uglova. Odnos duzine stranica i sinusa naspramnog ugla je konstatan i
jednak je preéniku kruga (2R) opisanog oko trougla.

a_b_c

=2R

sina sinf  siny
Kosinusna teorema: Neka su a,b i ¢ duzine stranica i «, (3,7 veli¢ine
odgovaraju¢ih unutrasnjih uglova trougla AABC'. Tada je:
a’ = b* + ¢* — 2bccos
b2 =a®+ ® — 2accos

& =a*+b* — 2abcosy

63
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Cetvorougao:
Pravougaonik: P = ab

Kvadrat: P = a? = %

Paralelogram:
1) P = ah, = bhy, (hy i hy odgovarajuée visine paralelograma)
2) P = absina, (a ugao koji obrazuju stranice a i b)

Romb: P = ah = %

Trapez: P = “T*b -h, a i b osnovice, h visina trapeza
Deltoid:P = d12d2

Ako su d; i dy dijagonale konveksnog cetvorougla i ¢ ugao koji oni grade,
onda je povrsina tog cetvorougla P = %dldg sin ¢

Ako se dijagonale d; i dy konveksnog cetvorougla seku pod pravim uglom,
onda je povrsina tog ¢etvorougla P = %.
Krug:

Obim kruga: O = 2rmw

Povrsina kruga: P =’z

Kruzni luk: | = {55, o odgovarajuci centralni ugao u stepenima

v . 2 e . .
Kruzni isecak: P; = 557, a odgovarajuci centralni ugao u stepenima

4.1.1 Zadaci

Zadatak 1. U AABC razlika stranica a i b je 3cm, ugao v = 60°, a
poluprecnik opisane kruznice je R = %g Odrediti stranice trougla ABC.
Resenje: Odredimo stranicu c:

c V3

- =2R=c=2Rsiny=2-——-sin60°
sin vy 3

c=2-———=7
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C Na osnovnu kosinusne teoreme je:

& =a®+b* — 2abcosy
7% = (b+3)* + b* — 2b(b + 3) cos 60°

A B 1
‘ 49 =D 46+ 940"~ 2(b+3) - 5
32 2 12
Slika uz 1. zadatak 49 =0"+6b+9+6"— " —3b
b* 4+ 3b—40 =0
Resenja ove kvadratne jednacine su b =51 b = —8, ali negativno resenje

odbacujemo jer duzina stranice ne moze da bude negativan broj. Dakle,
b=25,a=28.

Zadatak 2. Ako su stranice trougla a — 2,a i a + 2, a jedan ugao iznosi
120°, odrediti stranice.

Resenje: Primetimo da tup ugao stoji naspram najvece stranice u trouglu,
odnosno naspram stranice duzine a + 2. Zato je

(a+2)* = (a—2)*+ a® — 2a(a — 2) cos 120°
> +da+4=a’>—4a+4+a*+a®—2a
2a® — 10a =0

a=5 b=a—-2=3, c=a+2=".

Zadatak 3. Odrediti stranice trougla povrsine P = 3v/3, ako je ugao
a = 60°, a zbir duzina stranica koje obrazuju dati ugao b+ ¢ = 7.
Resenje: Kako je

1 1 1
P = ébcsina = 3v3 = §bcsin60" = 33 = §bc~ \/75

be=12 A bdc=T7
b(7T—b)=12=b"—-Th—12=0
b=4,c=3 V b=3,c=4.
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Na osnovu kosinusne teoreme, racunamo stranicu a
a® = b* + ¢ — 2bccos a
a2:25—24-cos60:25—24é
a*=25-12=13 = a=V13.

Zadatak 4. Centar upisanog kruga u jednakokraki trougao deli visinu
koja odgovara osnovici tog trougla na odsecke 5 ¢m i 3 c¢m, racunajuci od
temena. Izracunati duzine stranica tog trougla.

Resenge: Oznacimo sa

AB=a, AC=BC=1, BP+PC=1, BP=z, PC=y.

C
5\
/ \ P
3R 3
fx
Al —5—'B

Slika uz 4. zadatak

Tangentne duzi povucene iz iste tacke jednake, pa je BD = BP = x.
U pravouglom trouglu AOPC je 5> = 3* +y? & y = 4.

Visina trougla AABC je CD =h =5+ 3 =38.

U pravouglom trouglu ADBC je BC? = CD? + BD?, pa je

(z+4)2 =8+ +8r+16=8+1° =8 =48 < 1 =6
Dakle, stranica AB=a=2x =12, BC=AC=[1=z+y=10.

Zadatak 5. Obim trougla je 18 em. Simetrala jednog ugla deli suprotnu
stranicu na odsecke 2,5 ¢m i 3,5 em. Nadi stranice trougla.
Resenge:
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Na osnovu uslova zadatka je a + b+ ¢ =
18, pri ¢cemu je a = 2,5+ 3,5 = 6, pa je
zato b+ ¢ = 12. Dalje zadatak resavamo
koriste¢i teoremu o simetrali unutrasnjeg
ugla trougla koja deli naspramnu stranicu u
odnosu koji je proporcionalan odnosu odgo-
varajuéih (blizih) stranica.

Slika uz 5. zadatak

c b 7b
7

b+ c=12, b—|—€:12:>b:5, c="7
a=6,b=5 ¢c=T1.

Zadatak 6. Simetrala ugla kod temena N trougla M N P deli stranicu
M P na odsecke ¢ije su duzine 28 i 12. Odrediti obim AM N P ako je M N —
NP =18.
Resenje: Oznacimo sa M Q) = 28 QP = 12. Poznata je sledeca propor-
cija:
MN NP 28 7

. -__ & MN=2ZNP=_NP
28 12 12 3

28 \

M N
Slika uz 6. zadatak

Kako je MN — NP =18 , to je

7 3 4 97
NP _°NP=18e “NPp=18« NP = - .
3 3 3 < 5
MNZZ.2_7MN:§;
5 2 5
63 27

O:MN+NP+PM:7+?+4O:85; O = 85.
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Zadatak 7. Katete pravouglog trougla su a i b. Izracunati duzinu sime-
trale pravog ugla.

Resenje: Neka su m i n odsecci koje pravi simetrala paravog ugla na
hipotenuzi. Zato je m +n = va? + b?. Kako simetrala unutrasnjeg ugla deli
naspramnu stranicu u odnosu koji je proporcionalan odnosu odgovarajuc¢ih
(blizih) stranica, nakon zamene n sa v/a? 4+ b> — m, dobijamo :

b a bva? + b ava? + b2

—=—&&m=——: n=
m n a+b a+b

Slika uz 7. zadatak

Prema kosinusnoj teoremi imamo da je:

: Ne

m- = b2+$2—2687
s m?—n?=b —a®+V2s(a—b)

n* = a2+82—2a37

62(a2+b2) a? (a2+b2)
m?—n?+a® -0 T T @ T

V2(a-b) V2 (a—0b)
:(b2 —a?) [% - 1} (b—a)(a+b)(—2ab)  2ab
(

a? — b?

V2 (a —b) V2@ —=b)(a+b)?  a+b

Zadatak 8. Izracunati strane paralelograma ¢iji je obim 22 cm, oStar
ugao 60° i manja dijagonala 7 cm.

Resenje: U datom paralelogramu je kraca dijagonala d = 7cm, oStar ugao
a = 60°, a poluobim a + b = 11em. Na osnovu kosinusne teoreme vazi:

d> =a’>+b*>—2ab-cosa tj. a®> +b* —ab=49
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b 7

60°
A a B
Slika uz &. zadatak

Dobija se sistem jednacina:

a+b=11
a®+b* —ab = 49

Zamenom b = 11 — a u drugu jednacinu, dobijamo

a®>+ (11 —a)* — a(11 — a) = 49
a’> —1la+24=0

114++/121-96 11+£5
a = =
2 2

Zadatak 9. Odrediti stranicu romba ako je odnos dijagonala d; : dy =
1:2, a povisina P = 16 cm?.
Resenje:

Kako je dy : dy = 1 : 2, to je 2d; = ds. Sa
druge strane, znamo da je P = % = 16 cm?,
odnosno dy - dy = 32. Zamenom dy = 2d; dobi-
jamo da je 2d? =32 =dy =4 cm, dy =8 cm.
Kako se dijagonale romba polove i seku pod
pravim uglom, to je a® = (d2—1)2 + (%2)2tj.

a2 =22 142 = g2 =20 = a = 2V/5.

Zadatak 10. Dijagonale romba odnose se kao 3 : 4 (dy : dy = 3 : 4).
Odrediti odnos povrsine romba i povrsine kruga upisanog u taj romb.

Resenje: Radi lakSeg zapisivanja, oznac¢imo sa s; = %, S9 = %2.
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s dp 3 tg . tgy 3
_——=— = - = s Sln = — — —
So  dy 4 4 4 V14+tg2p D
r ) ) 3 [0}
— =sinyp = r:smgp-SQZESQ
* /2|
31:32:3:4:31:132
P dg : dg 281 : 282 23 2 3 2 dl/2
romba = = = —S = —S
omb 2 2 472 272
3\’ 9
Pkruga =r’r = (552> T = %Sgﬂ
Promba %3% 25

— =, Slika uz 10. zadatak

Zadatak 11. Visina jednakokrakog trapeza je 17cm a osnovice su 10cm
i 24cm. Izracunati poluprecnik kruga opisanog oko tog trapeza.
Resenje: R = 13.

Slika uz 11. zadatak

Uputstvo: Na osnovu pitagorine teoreme iz dva trougla kojima je R
hipotenuza, a polovine osnovica odgovarajuce katete formiramo sistem

R* = 5% 4 (17 — 2)? 25 + 177 4 2% — 34 = 144 + 2*
R* =122 4 2 34r=170= x=5R=13.

Zadatak 12. Odrediti povrsinu jednakokrakog trapeza cija dijagonala
d = 2cm obrazuje sa osnovom ugao od 45°.
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Resenje: Primetimo da je u pitanju jednakokraki trapez, pa su dijago-
nale jednake i sa osnovama zaklapaju uglove od 45°. Zato su dijagonale
ovog trapeza uzajamno ortogonalne, pa povrsinu mozemo izra¢unati pomocu
formule za povrsinu ¢etvorougla cije se dijagonale seku pod pravim uglom,

odnosno P = 412 — 22 _ 9

2 2
X)

450 45°
Slika uz 12. zadatak

Zadatak 13. Naci dijagonalu i krak jednakokrakog trapeza ¢ije su osnove
a = 20, b = 12, ako se zna da se centar opisane kruznice oko trapeza nalazi
na vec¢oj osnovici.

Resenje:
D 12 C D C
d 1
h i\
A M B A O 6 MxB

Slika uz 13. zadatak

Oznacimo sa O centar opisane kruznice oko jednakokrakog trapeza ABCD.
Uoc¢imo da je

e _

OA=0B=0C=0D=10; OM = 5 6;
Iz trougla A OMC' na osnovu Pitagorine teoreme imamo:
h? + 6% = 10" = h? = 100 — 36 = 64 = h = 8.
Uoc¢imo trougao A M BC' i ozna¢imo sa x = M B = 202;12 = 4. Dalje je

A= 12=2=64+16= 2 =80 = c= 80 = 45.
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Na kraju, iz trougla A AMC"
*> =h*+ (20 —2)> =64 416> =16 -4 + (16)> =
d=+/16-4+16-16 = /16 - (4 + 16) = 41/20 = 8V/5.

Zadatak 14. Srednja linija trapeza iznosi 10 i deli povrsinu tog trapeza
u odnosu 3 : 5. Izracunati duzinu osnovica trapeza.

o
[N

Slika uz 14. zadatak

Resenje:

Srednja linija trapeza je m = “TJ’b = 10. Ova srednja linija deli trapez na

dva manja trapeza ¢ije se povrsine odnose 3 : 5, odnosno

1O+bﬁ.10+aﬁ_3.5
2 2/ 2  2)

5! 3

50 + 50 = 30 + 3a
3a — 5b = 20

Da bi odredili osnovice trapeza, reSavamo sistem :
a+b=20
3a — bb = 20
Zamenom a = 20 — b u drugu jednacinu dobijamo

60 —30—50=20=8=40=0b=05,a=20—-5=15.

Zadatak 15. U jednakokraki trapez ¢ija je povrsina 20cm? upisan je

krug poluprec¢nika 2cm. Odrediti strane tog trapeza.
Resenje: Primetimo najpre da je u datom trapezu visina h = 2r. Zato je
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P:a+b-h:a+b~2r:(a+b)-r,
2 2
20=(a+b)-2=a+b=10 (1)
Isto tako, vazi i sledece:
a-r b-r c-r
P=——+—+2
Zamenom 1 = 2 dobijamo da je
P=a+b+2c=a+b+2c=20 (2 X
(2) — (1) 2%—=10=c¢=5 Slika uz 15. zadatak

Oznacimo sa x = %5 Koriséenjem Ptagorine teoreme dobijamo da je

22+ h? =2
22 4+42=52= =3
a—>b

5 =3=a—-b=606

Tr =
Dobijamo sistem jednacina iz koga nalazimo a i b

a+b=

10
=2a=16 = a=8 b=2 c=05.
a—b= 6

Zadatak 16. Osnove trapeza su a = 8 ¢m, b = 4 cm, a uglovi na vecoj
osnovici su 30° 1 45°. Izracunati povrsinu trapeza.
Resenje: Povrsina trapeza je : P = ¢2.p =884 . p — @),
C
|
1
|
|
|
1

2 2
D
45 60°
\h h
A 45 1 30 B
X

h D, C,

AAD;D je jednakokrako pravougli, pa je AD; = DD = h.
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ABZGZSZAD1+D101+ClB:h+b+.T
8=h+4+2x < h4+x=4
Posmatrajmo AC;BC' : tg30° = % z=h-ctg30° = h/3.
Primetimo da se do istog rezultata moglo doéi i koris¢enjem cinjenice da je
AC,BC polovina jednakostranicnog trougla stranice 2h ¢ija je visina x =
hv/3. Sada racunamo:
htr=4Ne=h/3=h(1+V3)=4d=>h=Z7=2(V/3-1);
P=6h=12(vV3-1).

Zadatak 17. Pravougli trapez sa osnovama a =9 cm, b = 6 cm opisan
je oko kruga. Izracunati povrsinu trapeza.

Resenje: Poznato je da je povrsina trapeza
a+b 15

-H=—"H.
2 2

Stranica AD jednaka je H, pa su tangentne duzi povucene iz temena A i D
jednake i iznose H/2.
Posmatrajmo stranicu BC'i iskoristimo osobinu da su tangentne duzi povucenc
iz neke tacke na krug jednake. Zato je

P =

H H
BO=BR+CR=BP+CQ=a~-— +b—— =a+b—H.

C AD,BC
b-H/Z BC2 _ BD% + D102
(a+b—H)> = (a—b)*+ H?

]

H)2

>

S Dt (15— H)? = (9—6)* + H?
HR %% 225—30H+H2:94J-FH2 =
216 36
4% ////, 0H =216 = H =75 = —
A w2 P amn B P:E-H:E-ﬁchm?.
2 2 5

Zadatak 18. Za dva koncentri¢cna kruga zna se da tangenta na manji
krug odseca na veé¢em krugu tetivu duzine 20 ¢m. Naéi povrsinu kruznog
prstena.
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Resenje: Povrsina kruznog prstena jednaka je
Py, = R*n —r’n = (R2 — 7"2) .

Za izracunavanje ove povrsine ne moramo da znamo R i 7, dovoljno je da

znamo vrednost izraza R? — r2. Uoc¢imo AOAB: / \
A 10

B
OA=r, OB=R, AO L AB: / /r R\

AOAB je pravougli Oj
=7’ +10* = R?
= R* —r? =100 = P, = 1007.

Slika uz 18. zadatak

Zadatak 19. Oko pravilnog mnogougla stranice a opisan je i upisan
krug. Pokazati da povrsina kruznog prstena izmedju ova dva kruga ne zavisi
od broja stranica.Kolika je povrsina tog kruznog prstena u slucaju Sestougla
stranice a = 27

Resenje: P =m(R? —1?) =7-(2)° = ™ U slucaju a = 2, B, = 7.

Zadatak 20. Dati su romb i kvadrat jednakih obima. Odrediti oStar
ugao romba ako se zna da je njegova povrSina dva puta manja od povrsine
kvadrata.

Resenje: Povrsina romba stranice a je P = a®sina, gde je o ostar ugao
koji obrazuju stranice romba. Zato je a?sina = 3a?, odakle je ar = 30°.

Zadatak 21. U romb povrsine 18cm? upisan je krug povrsine 2mem?.

4
Odrediti stranicu i ostar ugao romba.

Resenje: r = %;h = 2r = 3. Iz P, = ah nalazimo a = 6. Kako je
P, = a*sin a, nalazimo sina = 1 odnosno o = 30°.

Zadatak 22. Izracunati povrsinu paralelograma ciji je obim 20, oStar
ugao 30°, a visine se odnose kao 2 : 3.

Resenge: 1z h, : hy = 2 : 3 dobijamo da je h, = %hb. Dalje, iz povrsine
paralelograma je a - h, = b - hy. Kako je a +b = 10, to je a = 10 — b, pa je
(10—b)-§hb = b-hy, odakle je 20 —2b = 3b, paje b =4,a =6, P = absina =
12.
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4.2 Stereometrija

Prizma:
Povrsina prizme: P = 2B + M, (B povrsina baze, M povrsina omotaca)
Zapremina prizme: V = B - H, (H visina prizme)

Piramida:
Povrsina piramide: P = B+ M, (B povrsina baze, M povrsina omotaca)
Zapremina piramide: V = %B - H, (H visina prizme)

Zarubljana piramida
Povrsina zarubljene piramide: P = By + By + M
Zapremina zarubljene piramide: V = %(Bl + BBy + Bs)

Valjak
Povr§ina valjka: P = 2B + M = 2r’t + 2rr - H = 2rw(r + H),
(B = r’r bazis valjka, M = 2r7 - H omotacvaljka)
Zapremina valjka: V = B- H = r?rH

Kupa
Povrsina kupe: P = B + M = r’*m + rxs,
(s izvodnica kupe, M = srm omotac kupe, B = r’m bazis kupe)
Zapremina kupe: V = %B -H = %7”27'(' -H

Zarubljena kupa
Povrsina zarubljene kupe:P = By + By + M
(B =121, Bo=rin, M =s(r+mr)m)
Zapremina zarubljene kupe:V = %(Bl + vV B1Bs + Bs)
(V =5} +rirp +73)

Lopta
Povrsina lopte: P = 47 R?, R poluprecnik lopte
Zapremina lopte: V = 37 R?
Povrsina kalote i pojasa: P = 2nRh
(R poluprecnik lopte, h visina kalote odnosno pojasa)
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4.2.1 Zadaci

Prizma

Zadatak 23. Izracunati povrsinu i zapreminu pravilne c¢etvorostrane
prizme (osnova kvadrat) kod koje je povrsina omotaca M = 18v/6 ¢cm?, a
nagibni ugao njene dijagonale prema osnovi iznosi 30°.

Resenge:

£L(d,D)=30° = D=2H

1
|
|
1 ! //
M:4QH:18\/6:>01:&67 : //
4H : L/
Kako je d=aV2= D?=d*+ H? ! R o
(2H)? = 242 + H? yys
A4H? =24+ H?* &  3H? =24’ )
2 71
184/6 3vV6 A0 PR
3H2:2 —\/_ :>H:3’ :i /// ’,’,,
4H 2 2 o - F
2 730 “d a
P:2a2+4aH:2<%6> +4.%6-3 § a
P=9 <3_|_2\/6) Slika uz 23. zadatak
2
3v6 81

Zadatak se moze resiti i na drugi nacin:

VB s L H B afi

H tan 30°
d 3’

= —= "o H=——;
av/2 3 3
1 1
M:4aH:18\/6;»aH:%6;»a.a‘f:%g;sa:g\/é;ﬂza

Odavde se lako racuna

81
P =2a*>+ M = 27 + 186, vzaQH:?
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Zadatak 24. Pravilna ¢etvorostrana prizma ima omota¢ povrsine 8m?
i dijagonalu 3m. Izracunati njenu zapreminu.

Resenje: Oznacimo sa d = ay/2 dijagonalu osnove, a sa D = 3 veliku
dijagonalu ove prizme. Tada je

M=4aH =8 A d*+ H?= D?

: 2 2
| SH=> A (av2) +H =9
1 a
) D 9 4
i =2a +—2—9:0
H | a
i 20t -9 +4=0; t=d?
I 262 — 9t +4 =0
. _9+VEBI-32 99 9+7
2= 4 T4
. 947 9—-7 1
Slika uz 24. zadatak =" =14 o= —— = —,
1 4 ; 2 4 9
I slucaj:
t=4 = a=2 = H=1
V=B-H=d> H=4-1=4; V=4
11 slucaj:

Zadatak 25. Osnova pravog paralelopipeda je paralelogram stranica
24/21 5 i ostrog ugla a = 45°, kraca dijagonala je 7. Naéi njegovu zapreminu.

Resenje: Posmatrajmo paralelogram ABC' D - bazis ovog paralelopipeda i
uocimo AABD. Oznaéimo AB =a =5, BD =d, AD =b=2v/2, <BAD =
a = 45°. Povrsina AABD je P = %ab sina. Vazi kosinusna teorema:
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d*> =a® + b* — 2abcos o

i N 2
B i L d? = (2\@) +52—2-2v/2-5- cos45°
LQ __________ I C 2
KT d? =8+ 25 — 20V/2 - £ =33 —20 = 1¢
/’215& \\"“\: 2
A B d=v13

H? =7 —d* =49 — 13 =36, H = 6.
Slika uz 25. zadatak
Sada lako dobijamo

P
V=B H, B:absina:2\/§-5\§:10; V=B -H=10-6=60.

Zadatak 26. Osnova pravog paralelopipeda je paralelogram sa strani-
cama 4cm i 2em i oStrim uglom a = 60°. Kraca dijagonala paralelopipeda je
44/3. Izracunaj zapreminu tog paralelopipeda.

Resenge:
Zapremina paralelopipeda je V =B - H.
N Povrsina bazisa je:
L 83
o B:absina:4.2-sin600:i=4\/§
H i ~\D 2
,L\ _________ AN Uocimo da se kraca dijagonala ovog parale-
b\ \‘\4\\ lopipeda D = 4+/3 nalazi iznad kracée dija-
60° e gonale d paralelograma u osnovi ove prizme

(kraca dijagonala paralelograma se nalazi
naspram manjeg ugla, odnosno naspram
ugla od 60°). Koriste¢i kosinusnu teoremu,
dobijamo

Slika uz 26. zadatak

1
d2:a2+b2—2ab-cos60°:>d2:16—1—4—16'5:12
P+H>*=D*’=12+H>=48= H>=36= H =6
V =B-H =243,
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Zadatak 27. Osnova pravog paralelopipeda je paralelogram sa strani-
cama 4cm i 1em i ostrim uglom 60°. Duza dijagonala paralelopipeda je 5em.
[zra¢unaj zapreminu tog paralelopipeda.

Resenge:

Zapremina paralelopipeda je V = B - H.
> Povrsina bazisa je:
7 H 4v/3

D, .~ B:absina:4-1-sin60027\/_:2\/§
//’,/_”ﬁ:___& _________________________ . . A
ST 507 Uo¢imo da se duza dijagonala paralelopi-
— 4 peda D = 5 nalazi iznad duze dijago-
nale d paralelograma u osnovi (a ona se
Slika uz 27. zadatak nalazi naspram veceg ugla ovog paralelo-

grama, odnosno nasparam ugla od 120°).
Koristeci kosinusnu teoremu, dobijamo

1
=+ —2ab-cos120°=d*=16+1—-8- (——) =21

P+H=D*=21+H*=2=H?=4=H =2
V=B -H=43.

Zadatak 28. Pravilna trostrana prizma upisana je u valjak. Poluprecnik
osnove valjka je r = 6, a dijagonala osnog preseka je d = 13cm. Izracunati
povrsinu i zapreminu prizme.

Resenje: Bazis prizme je jednakostranican trougao AABC upisan u krug
poluprecnika r = 6 sa centrom u O (bazis valjka). Uocimo pravougli trougao
AAMN koji pripada osnom preseku valjka

AM =2r =12, AN=d=13, MN=H
H? = AN? — AM? =13* - 12 = (13 - 12)(13 + 12) =25 = H = 5.

Posmatrajmo sada bazis prizme AABC.



4.2 Stereometrija 81

N
1 \ C
\ 1
M
| 0
-t "?’L~‘M A\_/B
A= B

Slika uz 28. zadatak

2 2av/3 a
—0A=2p=22Y2 O — /3 = 6V3:
r 5 379 \/§:>a 3 \/_,
2 . .
:af:% ?;\/3:27\/5;
M=3-aH =3-6V3-5=90V3;
P=2B+M=2-27V3+90V3 = 144V/3;

V=B -H=27V3-5=135V3.

B

Zadatak 29. Osnova kose prizme je paralelogram sa stranicama 3cm i
6cm 1 oStrim uglom 45°. Bocna ivica iznosi 4cm i sa ravni osnove zaklapa
ugao od 30°. Izrac¢unati zapreminu ove prizme.

Resenje: B =6-3-sin45° = 9v/2: H =4-sin30° = 2: V = B-H = 18/2.

Zadatak 30.0snova prave prizme je pravougli trougao povrsine P = 9v/3
i uglom od 30°. Povrsina najvece bocne strane je 8. Naéi zapreminu.
Resenje: Neka je a hipotenuza pravouglog trougla u osnovi te prizme.

P = % . %g =9vV3=a=6V2 Iz povrsine najvece bocne strane nalazimo

a-H=8=H="227V=6/.
Piramida

Zadatak 31. Pravilna ¢etvorostrana piramida ima povrsinu osnove 72 cm?
a omotaca 12v/41 em?. Izracunati zapreminu.
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Resenje: Baza ove Cetvorostrane piramide je kvadrat ¢ija je povrsina

B=a*=72 = a=72=136-2=6V2.

Omotac ove piramide se sastoji od

4 jednakokraka trougla osnovice a i

visine h , pa je

a-h

2
2-a-h=12 V4l =

al2 1241 41

=h =

ul \ M=4-Py=4-——==2-a-h

Slika uz 31. zadatak 2-6-v2 2
2 2
6v/2 41
(5 == H + | — 5
41 1
H2418=— = H?= 236 ~ H= g:_vzo

Zadatak 32. Osnova piramide je pravougaonik povrsine 36v/3 i ugla 60°
izmedju dijagonala. Naci zapreminu te piramide ako su bo¢ne strane nagnute
prema ravni osnove pod uglom 45 .

Resenge:

O
@)

60°
S

Slika uz 32. zadatak

Osnova piramide je pravougaonik DABCD, AB = a, BC' = b i ozna¢imo
sa S presek dijagonala. Uocimo trougao AABC'. On je pravougli sa uglovima
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od 60° i 30° (jer je ABC'S jednakostranican) i predstavlja polovinu jedna-
kostrani¢nog trougla stranice d. Zato je povrsina pravougaonika OABCD
jednaka povrsini jednakostranicnog trougla stranice d, odnosno

>3
4
d
d>=36-4=d=12, b:§:6.

B = 36V3 =

Uocimo sada ASCV. To je jednakokrako pravougli trougao sa oStrim uglom
45° odnosno SV = SC' = H = SV = g = 6. Zato je

1 1
V:§B-H:§36\/§-6:72\/§.

Zadatak 33. Osnova piramide je pravougaonik obima 30m. Razlika
osnovnih ivica a — b je bm, a nagibni ugao apoteme h; prema osnovi je 60°.
Odrediti zapreminu piramide ako je podnozje visine presek dijagonala osnove.

Resenje:

Slika uz 33. zadatak

Obim pravougaonika je O = 30 odakle je a + b = 15. Prema uslovu
zadatka je a — b = 5. ReSavanjem ovog sistema dobijamo:

a+b= 15

< 20=20 = a=10, b=5>.
a—b= 5
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Uocimo pravougli trougao AV SP (S je podnozje visine u preseku dijagonala
osnove):

VS =H, SP:g:5, VP =h,

Vs = tan 60° = V3

SP
H=VS=S8P V3=5V3;
B=a-b=50:

3 3

Zadatak 34. Izracunati zapreminu pravilne cetvorostrane zarubljene
piramide ako su povrsine osnova 50cm? i 8cm? i povrsina dijagonalnog preseka
28cm?.

Resenje:

L

d,

a,

Slika uz 34. zadatak

Iz povrsina osnova dobijamo duzine stranica i dijagonala osnova :
ar=5V2,dy =10, ay=2V2,dy = 4.

Dijagonalni presek ove zarubljene piramide je jednakokraki trapez sa os-
novicama d; = 10 i dy = 4 i povrsinom 28cm?. Odatle dobijamo da je
h = 4cm. Zamenom u obrazac za zapreminu zarubljene piramide dobijamo

da je V = 2(By + BB, + B,) = 104.

Zadatak 35. U pravilnu cetvorostranu piramidu upisana je kocka tako da
¢etiri njena temena leze na visinama bo¢nih strana (apotemama) piramide, a
Cetiri na osnovi piramide. Sve ivice piramide su jednake i iznose a. Izracunati
povrsinu i zapreminu te kocke.
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Slika uz 35. zadatak

Resenge:

Oznaéimo ivicu kocke sa m. Tada je P = 6m?, V = m?3. Kako su sve ivice
date piramide jednake, to su njene boc¢ne strane jednakostrani¢ni trouglovi.
Zato apotema SFE iznosi h = a3, a visina piramide (iz pravouglog trougla

ASOLE) .
a3 ’ a\?2 V2
n= (2] - ()=

Oznacimo sa S5 teme kocke koje se nalazi na apotemi SE, a sa S; odgo-
varajuce teme na osnovi piramide. Neka je dalje OS] = p. Primetimo da je
p jednako polovini dijagonale osnove kocke, odnosno 2p = mv/2 = m = pv/2.
Na osnovu slicnosti trouglova ASOE i ASyS1E dobijamo

501 : S2Sl = OlE : SlE

2 \2 2
a V2 /a a
3 vVe=ay(5-0)=r=(5-7)
a a
2 = — = — = 2' == 2'_.
p=5 p=7 m V2-p 0
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Sada lako racunamo

Kupa

Zadatak 36. U pravu kupu visine H = 8cm upisana je lopta poluprec¢nika
R = 3cm. Izracunati povrsinu te kupe.
Resenje:

Posmatrajmo osni presek ABV, gde je
V' vrh kupe. Oznacimo sa r = AP = PB
polupecnik osnove kupe, a sa R = OQ =
OP poluprecnik lopte sa centrom O.

Uoc¢imo pravougli trougao AOQV':

OV=VP—-OP=H-R=8-3=5
OVi=0Q*+VQ@* VQ==x
=3+’ =2=VQ=4

Kako su trouglovi APBV i AOQYV sli¢ni, to
Slika uz 36. zadatak dobijamo da je

VP V@ N H =z N 8 4 N 6
D N T r — 6:
PB  0Q r R "r 3 ’
Kako su tangentne duzi jednake, tj. BP = BQ =r =6, to je

s=VB=VQ+BQ=x+r = s=10;
P =B+ M =7nr*+ nrs = 36w + 601 = 967.

Zadatak 37. U pravu kupu poluprec¢nika osnove R = 6c¢m upisana je
lopta polupre¢nika r = 4e¢m. Izracunati visinu H i izvodnicu s te kupe.

Resenje:
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B

Slika uz 37. zadatak

Zadatak se moze resiti na vise nacina.
I Koris¢enjem sli¢nosti trouglova.

AAC,C ~ AOTC -
=R:r=H:(S—R) N R:r=S5:(H-r)
6:4=H:(S—6) AN 6:4=5:(H—-4)
6(S—6)=4H A 6(H —4)=4S
65 —4H =36 A G6H —45=24
3 —2H =18 AN —25+3H =12
= H=14,4cm; S =15,6 cm.

11 Zadatak se moze resiti i koris¢enjem Pitagorine teoreme:
AACC: S*—-H*=R* = S*-—H’=36
AOTC: (H-r)’—(S—R’=r* = (H-4)>-(5-6)"=16
Dobija se sistem dve kvadratne jednacine:
S*—H*=36 A H®>—S>—8H+125=236
Resavanjem ovog sistema dobijamo

—8H +125 =72 odnosno 2H —35=-18 =

39 — 18
5 A S2—H?>?=36 = 55°-6-5+18-26=0

S:wzgzlaﬁcm H:14,4cm.

H =
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Zadatak 38. Kada se omota¢ kupe razvije u ravni dobije se cetvrtina
kruga poluprecnika 41/5. Izracunati zapreminu kupe.
Resenge:

Slika uz 38. zadatak

ST
2w = o
rm 1

= 2rm

2-4
2T, B

Obelezimo izvodnicu kupe
sa s, poluprecnik osnove
valjka sa r, i poluprecnik
(Cetvrtine) kruga sa R. Prem:
uslovu zadtka, s = R =
44/5. Sa druge strane, obim
osnove kupe bice jednak
duzini luka koji odgovara
cetvrtini kruga poluprecnika

R = 4/5. Zato je

5

H> =612 =16-5—-5=T5=H =75 =53

v
3

3

_r’rH  25\/37

Zadatak 39. U pravu kupu visine H = 6 i poluprec¢nika osnove r = 4
upisana je kocka ivice a ¢ija jedna strana lezi na osnovi kupe. Izracunati

ivicu kocke.
Resenje:

IS

v/

:

I

|

P Q
|

o o
|

0 B A

Slika uz 39. zadatak
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Oznac¢imo sa OA = r = 4, OB je jednaka polovini dijagonale kvadrata
stranice a

3 3
OBZPQZ‘“Q—f, OV =H=6, OA=4, 03:%, OV = 6.

Uocimo da je AOAV ~ APQV. Na osnovu te slicnosti dobijamo:

2
PQ:OA:PV:OV:%—:4:(6—OL):6=>
av/2 24
6" =4.-(6—a)=>a=—o .

2 (6-a)=a 4+ 3v2

Lopta

Zadatak 40. Tackasti izvor svetlosti udaljen je 4m od centra lopte
poluprecnika 2m. Kolika je povrsina osvetljenog dela lopte?

Resenje: Povrsina osvetljenog dela lopte je P = 2w Rh, gde je h visina

kalote ( u nasem slucaju visina osvetljenog dela lopte). Oznac¢imo sa V

Slika uz 40. zadatak

tackasti izvor svetlosti tako da je OV = 4. Uocimo pravougli trougao
AOVL, OL =R, VL 1L OL i oznacimo sa M podnozje normale iz L
na OV, OM = x = R— h. Primetimo dalje da su pravougli trouglovi AOV' L
i ALOM sliéni (zajednicki ostar ugao kod temena O). Zato je

oL oV 2 4
O—M_ﬁéz_é = x=1;, h=R—-z=2-1=1

P =27Rh = 4~.



90 Geometrija

Zadatak 41. Na kojoj udaljenosti od centra lopte poluprec¢nika R = 4cm
treba postaviti sijalicu da bi ona osvetlila 1/3 povrsine lopte?

Resenje: Povrsina osvetljenog dela lopte je P = 27 Rh, gde je h visina
kalote ( u nasem slucaju visina osvetljenog dela lopte):

P=2rRh=3i47R*=2h=3R=1 = h=2%

Oznac¢imo sa V sijalicu na rastojanju d od centra lopte ( OV = d ).
Uoc¢imo pravougli trougao AOVL, OL=R, VL 1 OL,ioznac¢imo sa M
podnozje normale iz L na OV (koristiti sliku iz predhodnog zadatka):

OM:a::R—hzél—% = 9::%.
Primetimo dalje da su pravougli trouglovi AOV L i ALOM sli¢éni (zajednicki

ostar ugao kod temena O). Zato je
oL _ov . K
oM oL ' %
4
R*=2xd odnosno 16 = gd = d=0V =12

|

Zadatak 42. U sferu poluprec¢nika R upisana je prava prizma cija je
osnova pravougli trougao sa ostrim uglom «. Naéi zapreminu i povrsinu ove
prizme u funkciji od R i a, ako je najveca strana ove prizme kvadrat.

Resenje: 1z uslova zadatka, kako je osnova upisane prizme pravougli
trougao, to centar O sfere mora da lezi na najvecoj strani prizme. Oznac¢imo
sa a i b katete osnove prizme. Kako je najveca strana prizme kvadrat stranice

H dijagonale 2R, to je 2R = Hv/2 = H = Rv/2. Dalje je

a:Hsina:R\/E-sinoz
b= Hcosa = RvV2-cosa
a-b

RvV2-sina - RV2 - cosa - RvV?2
2
V = R*V2 sina - cosa
P=2B+ M =ab+ H*+ Ha+ Hb
P =2R%sina - cosa+ 2R% + 2R*sina + 2R* cos o
P = 2R*(sina - cosa + sin o + cos av). Slika uz 42. zadatak

V:
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Zadatak 43. Jednakostranican trougao ABC' stranice AB = a rotira
oko prave h koja sadrzi tacku A i normalna je na AB. Izracunati P iV
dobijenog tela.

Resenge: Prilikom rotacije dobija se deo zarubljene kupe, visine H = %g
h
C
yay B

Slika uz 43. zadatak

1 poluprecnicima bazisa ry = a i ro = 5. Povrsina se sastoji od jednog bazisa
(donjeg) i dva omotaca (zarubljene kupe i kupe koja se obrazuje oko ose,
a ¢ije su izvodnice jednake i iznose a) i iznosi P = 3a?w. Zapremina se
dobija kada se od zapremine zarubljene kupe oduzme zapremina kupe koja
se obrazuje oko ose i iznosi V = #gw.

Zadatak 44. Dat je pravougli trougao ¢ija je jedna kateta b = 10 i oStar
ugao o = 60°. Nadi zapeminu tela koje nastaje rotacijom ovog trougla oko
hipotenuze.

Resenje: a = 10v/3,r = %g =53,V =
500.

(B-Hy+ B-Hy) = 3mr? - 2b =

1
3
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5

Analiticka geometrija

5.1 Uvod

Analiticka geometrija je oblast matematike koja proucava geometrijske ob-
jekte algebarskim metodama. Ovo se postize uvodenjem pravouglog koor-
dinantnog sistema koji omogucava da se svakoj tacki pridruze koordinate i
da se svaki skup opiSe odgovarajué¢im jednacinama ili nejednac¢inama. Ovde
spadaju i obrnuti problemi kada poznate algebarske relacije treba preneti u
geometriju.

Tacka. Osnovni objekt analiticke geometrije u ravni je tacka kojoj se pridru-
zuje uredeni par realnih brojeva. Tako, na primer, pisemo M (z,y). Istovre-
meno, uredeni par odreduje vektor polozaja OM tacke M.

Vektor. Vektor je orjentisana duz odredena svojom duzinom, pravcem i
smerom. U ravni Ozy, uo¢imo dva jedinicna vektora i = (1,0) i 7 = (0,1).
Sada svakoj tacki M (x,y) mozemo pridruziti njen vektor polozaja

H — -
OM = (z,y) = xi + yj.

— 5i7
Zbir i skalarni proizvod dva vektora OM; = (x1,y1) 1 OMy = (x9,2) su
jednaki:

— — =
OM; + OMs = (21 + 22, Y1 + ¥2), OM; o OMy = x129 + Y1Y2.

Rastojanje dveju tacaka Mi(x1,y1) 1 Ma(z2ys) je

d = M1M2 = \/(Zﬁl — IQ)Q + (yl - ?J2)2‘

93
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Podela duzi M; M u razmeri m : n postize se tackom M (x,y) ¢ije koordinate
su:

MM m nxy + mas ny, + mys
= — <:> xr = EEE—— y =
MM, n m+4+n m-+n
Konkretno, sredina duzi ima koordinate
VLN = VI, & poitTe_itbe
2 2
Prava. Opsta, direktna i segmentna jednacina prave glase
T )
Ax+ By +C =0, y = kx +n, —+==1.
m n

Ovde je k = tan « - koeficijent pravca, a a - ugao prema x-osi, m - odsecak
na z-osi, a n - odsecak na y-osi.
Jednacina prave koja prolazi kroz tacku M; i ima koeficijent pravca k
glasi
Y=y =k(x—x1).

Jednacina prave kroz dve tacke

Y2 — Y1
Lo — X1

Y=y = (= a1).

Dve prave p: y =kiz+n11 q: y = keox + ny su paralelne ako imaju isti
koeficijent pravca, tj. k1 = ko, a normalne ako je ky - ko = —1. Ugao izmedu
njih pravih se odreduje iz relacije

Odstojanje tacke My(xo,yo) od prave p: Az + By + C =0 je

| Az + yo + C|
d(M07p) - \/OWOBZ :

Pramen pravih ¢ine sve prave koje prolaze kroz presek pravih p : Ax +
Biy+Ci=01ip: Ayr+ Byy + Cy =. Tada je jednacina pramena

Ugao gledanja. Ugao pod kojim se vidi kriva iz neke tacke je ugao izmedu
tangenti iz iste tacke na datu krivu.
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Konusni preseci su: krug, elipsa, parabola i hiperbola.
Krug. Krug je skup tacaka u ravni podednako udaljenih od date tacke.
Navedeno rastojanje je poluprecnik kruga r , a data tacka je centar kruga
(p,q). Jednacina kruga je

(x—p)°+@y—q’=r"

Odnos prave i kruga se ispituje reSavanjem sistema jednacina koje ih pred-
stavljaju. Prava je tangenta kruga ako imaju samo jednu tacku dodira, a
seCica ako imaju dve zajednicke tacke. Prava y = kx + n je tangenta ¢ ili
secica s kruga ako je

t): (14+E)r? =n? (5): (14 E*r* > n?

Elipsa. Elipsa je skup tacaka u ravni koje imaju isti zbir rastojanja od dveju
datih tacaka. Date tacke F(—c,0) i Fy(c,0) su zize elipse, a zbir rastojanja
2a je velike ose elipse. Odnos e = c¢/a je ekscentricitet elipse. Jednacina
elipse na osnovu ovih podataka glasi

V(e +y2+V(z =) +y° =2a,

Uvodenjem male poluose b = v/a? — ¢2, dobijamo kanonsku jednacinu elipse

N 2 Y\ 2
- =) =1
Z) + ()
Parabola. Parabola je skup tacaka u ravni podednako udaljenih od date

tacke i date prave. Ova tacka se naziva zizom, a prava direktrisom parabole.
Ako je ziza F(p/2,0), a direktrisa x = —p/2, tada za proizvoljnu tacku

parabole M (x,y) vazi
_Py? 2_‘ 73)
\/<x 2) Tyt = x+2,

odakle se dobija kanonska jednacina parabole

y? = 2px.

Ova parabola je simetricna u odnosu na z-osu. Odnos prave i parabole
odredujemo iz sistema koji ¢ine njihove jednacine. Tako je prava y = kx +n
tangenta parabole y? = 2px ako vazi 2kn = p.
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Parabola simetri¢na u odnosu na y-osu ima jednaéinu y = 2ax?.
Hiperbola. Hiperbola je skup tacaka u ravni koje imaju istu apsolutnu
vrednost razlike rastojanja od dveju datih tacaka. Ove dve tacke Fj(—c,0)
i F5(c,0) nazivamo zizama hiperbole, a rastojanje 2a osom hiperbole. Tacke
Ai(—a,0) 1 Ay(a,0) nazivamo temenima hiperbole.

Ako je M(z,y) proizvoljna tacka hiperbole tada vazi

]W—J\Wﬂ:m & V@42 +y2—(z—c)?+y?=+2.

Uvodenjem male poluose b = v/¢? — a?, dobijamo kanonsku jednac¢inu hiper-

- -

Asimptote hiperbole su prave y = igx.

Paralelogram. Paralelogram je ¢etvorougao sa paralelnim naspramnim
stranama. Naspramen strane su istvoremeno i jednakih duzina. Stoga, ako
su data tri temena M, M, i Mj paralelograma, cetvrto teme M, odredujemo
iz uslova

MMy + M3M, = 0.
Povrsina paralelograma je jednaka
Py = |zi(y2 — y3) + 22(ys — y1) + 23(y1 — 12)|-

Trougao. Povrsina P; trougla sa temenima M (z1,y1), M%(xg,yg)\i

Ms(x3,y3) je polovina povriine paralelograma nad vektorima M, Ms i My Ms.

Zato je
1
Py =3 |21(y2 — ys) + 22(ys — v1) + 23(y1 — v2).

5.2 Prava

5.2.1 Zadaci

Zadatak 1. Naci koordinate tacke M’ simetricne tacki M (9, —1) u odnosu
na pravu p: 3xr — 2y — 7 =0.

Resenge:

Zbog uslova simetri¢nosti tacaka M i M’ u odnosu na pravu p, one leze
na normali prave p, kao sto prikazuje Slika 5.1a. Iz jednacine prave p :
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o 3 7 .o . . o
= & — 3, dobijamo njen koeficijent k, =

Yy
ky, - k, = —1, imamo k, = —1/k, = —%.

Kako normala n prolazi kroz tacku M (9, —1), njena jednacina je

Zbog uslova normalnosti

2 2
n:y+l==ky(xz—-9) = y+1:—§(x—9) = y—|—§x—5:().

Resavanjem sistema jednacina

2
y+§x—5:O, 3r—2y—7=0,

dobija se presecna tacka pravih n i p. To je tacka S (51/13,31/13).
Na osnovu osobina sredine S duzi M M’, imamo

94z 51 —1+4+y 31 15 75
MS = SM = _ 2 et
2 13" 2 130 YT 130 Y

Trazena tacka je M’ (—15/13,75/13).

Slika 1. a) Simetrija tacke u odnosu na pravu; b) Tacka podjednako uda-
ljena od pravih.

Zadatak 2. Na pravoj a : x — 2y + 12 = 0 odrediti tacke podednako
udaljene od pravih p: 2 —v3y—1+3v3=0:¢: V3z—y+3—v3=0.

Resenje:
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Simetrala ugla Z(p, q) je skup tac¢aka podednako udaljenih od obeju pravih,
bas kao sto se vidi na Slici 5.1b. Prave

1 1
: =—x— —+3, : =V3z+3-V3
p Yy /3 3 q Yy

se seku u tacki 7'(1,3) i imaju nagibe sa r-osom: tan a = \/Lg, tj. o =30° 1

tan 3 = /3, odakle je 3 = 60°. Simetrala s; ugla Z(p,q) ima nagib

a+fB  30°+60°

5 5 =45° = k=tany=1.

Kako s; prolazi i kroz tacku T'(1,3), dobijamo da je
$1: y—3=x—1 = y=x+2.
Tacka S; se dobija resavanjem sistema jednacina
y=x+2, z—-2y+12=0 = S5;(8,10).

Druga simetrala je normala na prethodnu, pa je njen koeficijent pravca
ki = —1/k = —1. Ona prolazi kroz T'(1,3), tako da je njena jednacina

so: y—3=—(x—-1) = y=-z+4
Koordinate tacke S dobijamo kao resenja sistema

y=—-co+4, x—-2y+12=0.

Zadatak 3. Odrediti jednac¢inu prave koja prolazi kroz tacku A(2,1) i sa
pravom [ : 2z + 3y + 4 = 0 zaklapa ugao od 45°.

Resenge:
Jednacina prave [ u direktnom obliku glasi [ : = —%a: — %, odakle su
koeficijent pravca k; = —% i presek sa y-osom n; = —%.

Kao na Slici 5.2a, neka je u istom obliku data jednacina trazene prave
p: y = kx +n. Na osnovu ugla izmedu ovih pravih, imamo

Mok 2 1—§k: = —2-3k=3-2k = k=—5.

1 = tand5° =
an 1+ kk 3
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Kako prava p prolazi kroz tacku A(2,1), to vazi
y=-5+n = 1=-5-24+n = n=1I1

Tako da je jedno resenje prava y = —5x + 11.

Drugo resenje je prava normalna na p, tj. prava ¢iji koeficijent pravca je

ki = — = +. Kako i ona prolazi kroz A(2,1) imamo
! + = 1 ! 2+ = ;
= —q n = — . n n=-—.
yoEprTm 5 ! 5
Resenja su:
or + 11 ! + ’
= -5z =—-z+-.
Py ) q:y 5 5

Slika 2. a) Prava pod datim nagibom prema drugoj b) Hipotenuzina visina

Zadatak 4. U Dekartovom pavouglom koordinatnom sistemu tacke:
A(1,1), B(3,1), C(1,4)

su temena pravouglog trougla. Odrediti jednacinu prave koja sadrzi hipotenu-
zinu visinu.

Resenje:
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Jednacina prave koja sadrzi hipotenuzu BC' glasi

r—1 y—4
3—1 1—-4

BC': & y—4:—g(a:—1).

Kao na Slici 5.2b, oznacimo sa A’ zajednicku tacku normale i hipotenuze.
Kako je A(1,1) data tacka, jednacina prave AA" je y — 1 = k(x — 1).

Iz uslova normalnosti pravih AA” i BC, imamo

2
kAA"kBC’:_l =4 —;k:—l =4 kzg

Jednacina normale hipotenuze je

AA": y—lz%(az—l).

Zadatak 5. Napisati jednacinu prave koja prolazi kroz tacku M(8;6), a
sa koordinatnim osama zatvara trougao povrsine 12.

Resenge:

Segmentni oblik jednacine prave, koja prolazi kroz tacke A(a,0) i B(0,b),

glasi

Ty
—+==1.
a+b

Kako prava prolazi kroz tacku M (8;6), to vazi

8 6
54—5:1 & 8b+6a =ab (ab # 0).

Povrsina trougla je
|af - 0]
2
Odavde je a # 01 b # 0.
Prvi slucaj. Ako je ab = 24, tada dobijamo

=12 < |abl =24

32 — 4a + a®

=0 < a’?—4a+32=0.
4a
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Kako je diskriminanta D = 42 —4-32 = —112 < 0, u ovom slucaju nema
realnih reSenja.

Drugi slucaj. Ako je ab = —24, tada dobijamo
32 — 4a — a*
da
Za a; = —8, bice by = —24/(—8) = 3, a za ay = 4, bice by = —24/4 = —6.
Resenja su prave:

=0 & —da’—4a+32=0 & a3 =-8, ay=A4.

z Y
pr: —+§:1; D2 :

Y
— =1
~3 +—6

A~ 8

Zadatak 6. Napisati jednac¢inu normale na pravu p : 2x + 6y — 3 = 0,
ako je rastojanje tacke A(5;4) od trazene normale jednako v/10.

Resenje:

Direktni oblik jednacine prave p je y = —%ZE—F %, odakle dobijamo koeficijent
pravea ki = —3.

Njena normala ¢ ima koeficijent pravca k, = —1/k; = 3. Jednacina normale
je

qg: y=kgax+n & 3rx—y+n=0.
Rastojanje tacke A(xg, o) od prave ¢ racunamo o formuli

_ |kqo — yo + 1|

d(A, q)

Iz uslova d = /10 i A(5;4), sledi

3-5—4

Pruvi slucaj. Ako je n > —11 tada je
In+11|=10 < n+11=10 < n=-1,
sto odgovara uslovima. Stoga je prvo resenje y = 3x — 1.
Drugi slucaj. Ako je n < —11 tada je
In+11|=10 < —(n+11)=10 < n=-21

Ova vrednost takode odgovara uslovima. Zato je drugo resenje y = 3z — 21.
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Zadatak 7. Data su temena A(—2;3) i B(4;1) trougla ABC. Odrediti
geometrijsko mesto temena C' ako je povrsina trougla ABC' stalno 20.

Resenge:
Izlozi¢emo dva postupka resavanja ovog zadatka.

Prvi nacin. Povrsina trougla AABC, prikazanog na Slici 5.3a, ¢ija su
temena A (z1, y1), B (22, y2)iC (23, y3) uanalitickoj geometriji se izrac¢una
po formuli

Paase = 5 I(es = 22) (= 1) + (2 = ) (12 = ) — (2 = 1) (2 — o).
Konkretno, imamo
rn=-2, =3, x2=4 y=1, wz3=2, ys=vy, P =20,
odakle je
[(z+2)B+y)+(d—2)(1+y)—(44+2)(1+3)| =40,
tj.
2(=7T+2+3y)| =40 <& (=7+x+3y) ==£20.

Trazeno geometrijsko mesto ¢ine dve prave:
p: x+3y—27=0, q: v+3y+13=0.

Drugi nacin. Povrsina trougla ¢ija stanica AB = ¢ i visina DC = h su
poznate se izrac¢unava po formuli

p_ch
2

Stranica c je

c= \/([[‘2 —21)* 4 (y2 —y1)* = VA40.
Prava AB ima jednac¢inu:

1-3
y-3=750@+2) & (@-3b=-2ww—-4 & 2o4+6y-14=0

Visina se moze posmatrati kao rastojanje tacke od prave

|22 + 6y — 14|
h=d(C,AB) = .
c.ap) - BN
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Sada je

1 1 |22 + 6y — 14|
P=—-c-h & 20=-v40 & 2x 4 6y — 14 = +40.
2 2 J10 Y

Trazeno geometrijsko mesto su tacke pravih z+3y—27=0ix+4+3y+13 = 0.

Slika 3. a) Stalna povrsina trougla; b) Tacka na pravoj

Zadatak 8. Napravojp: 4x+3y—12 = 0 naci tacku podednako udaljenu
od tacaka A (—1, —2), B(1, 4).

Resenje:
Neka je trazena tacka P(x,y), kao $to je prikazano na Slici 5.3b. Iz uslova
jednake udaljenosti P od A i B, imamo

PA=PB = (@+1’+@+2) =@—-17+(z—41).
Razvijanjem dobijamo
P42+ 1+ +dy+4=a2>-20+1+1y*—8y+16 = z+3y—3=0.
Koordinate trazene tacke su resSenja sistema
r+3y—3=0, 4o +3y —12=0

odakle dobijamo x = 3, y = 0. Resenje problema je tacka P(3, 0).
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Zadatak 9. Odrediti koordinate temena trougla AABC ako su P(4, 3),
Q(-3, 5), R(1, 0) sredine stranica BC, CA i AB redom.

Resenge:

Kako je PQ || AB i PR || AC, to je cetvorougao ARP( paralelogram, kao
sto se vidi na Slici 5.4a. To znaéi da se njegove dijagonale AP i QR seku u
nekoj tacki M (xpr,yar) 1 polove. Stoga je

540 5

341 540 5

Dakle, tacka M (—1,5/2). Koristeéi osobinu sredine duzi AP, dobijamo

4 3 5
Tat 2 _ YatS 0 =6 ya=2

2 2
Dakle, imamo teme A (—6,2). Iz uslova AR = RB, sledi

AM = MP

—1,

—6+rp 1 2+ yB
2 7 2
Stoga je B (8,—2). Iz uslova AQ = QC, sledi

=0 = xp=2_8, yB:—Q.

To — 6 — _3 Yo + 2 o
2 7 2
odakle dobijamo da je tacka C'(0,8).

5 = o 0, Yo = 8,

Zadatak 10. Na pravoj h : 2x —y — 5 = 0 naci tacku P tako da zbir
njenih odstojanja od tacaka A (—7,1) i B (—5,5) bude minimalan.
Resenje:

Jednacina prave kroz tacke A i B je

5—1
AB: y—1= (x+7)=2(x+7 = AB: y=2x+15.
—5+7
Kako je njen koeficijent pravca isti kao kod prave h, ovaj zadatak se svodi na
nalazenje tacke na pravoj h podednako udaljene od A i B. Stoga, trazena

tacka lezi na simetrali duzi AB.

Srediste duzi AB je tacka S za koju vazi

—7_5 145
L= — 6, y=—-—2-3 = §
v 2 Y 2

(—6,3) .
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B

Slika 4. a) Trougao datih sredina stranica; b) Minimum zbira odstojanja

Kako je kap = 2, to je koeficijent pravca normale k, = —1/kap = —1/2.
Dakle, za normalu n znamo:

1 1 1
n: S(—6,3)Eq/\kn:—§ = y—3:—§(x—|—6) = niy=-—go

Prese¢nu tacku pravih n i A dobijamo resavanjem sistema

1
y=-—3% y=2r—5 = x=2 y=-1

Resenje je tacka P(2, —1).

Opsti slucaj. Ako prava AB nije paralelna sa h, tj AB || h, tada uoc¢imo
tacku A; simetricnu sa A u odnosu na h. Trazena tacka se nalazi u preseku
pavih AyB i h, tj. P=AB X h.

Zadatak 11. Na pravoj h : 22 —y — 5 = 0 nadi tacku P tako da zbir
njenih odstojanja od tacaka A (0,0) i B (0,2) bude minimalan.
Resenge:

Prema prvobitnom postupku dobili bismo pogresnu tacku P;(3,1) za koju
vazi AP, + BP; = 210 = 6.32456.
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Medutim, ta¢no resenje se dobija odredivanjem normale iz A(0,0) na h, kao
na Slici 5.4b. Njen koeficijent pravca je k, = —1/k, = —1/2. Jednacina
normale n je y — 0 = (—1/2)(z — 0). Sada je presek normale n i prave
h tacka S(2,—1). Njoj simetri¢na tacka u odnosu na A(0,0) je S;(4, —2).
Prava BS; : y = 2 — x. Presek ove prave i prave h je trazena tacka
P(7/3,—1/3). Zaista, zbir njenih rastojanja od A i B je minimalan i iznosi

AP + BP = 4V/2 ~ 5.65685.

5.3 Krug

5.3.1 Zadaci

Zadatak 12. Dati su krug i prava:

22 +y? — 10z + 16 = 0, y = k.

Odrediti parametar k£ tako da data prava:
a) dodiruje dati krug;
b) sece dati krug;
¢) nema zajednickih tacaka sa krugom.

Resenje: Da bi krug i prava imali zajednicku tacku, mora vaziti
2+ (kx)? =10z +16 =0 < (1+k*)z*>— 102+ 16 = 0.
Diskriminanta ove jednacine je
D =100 —4-16(1 + k?).
Jednistvena zajednicka tacka postoji ako je

9 3
D=0 < 25—-16—16k* =0 < kQZE © kip =t

Diskusija:
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a) za k = % ili k= —% prava dodiruje krug;
b) za —% <k< % prava sece krug;

c)za k < —% ili & > % prava nema zajednickih tacaka sa krugom.

Zadatak 13. Odrediti jednacinu prave p koja odseca na pozitivnom delu
y-ose dva puta veci odsecak nego na pozitivnom delu x-ose i dodiruje kruznicu

(z —7)? +y* = 20.

Resenje:

Slika 5. Krug dva puta veceg odsecka na y-osi nego na x-osi

Oznacimo sa a odsecak trazene prave na x-osi, kao na Slici 5.5. Stoga ona
prolazi kroz tacke A(a,0) i B(0,2a), te je njena jednacina

r—a y—0
0—a 2a—0

p: & y=—-2x—a) (a #0).

Presecne tacke prave i kruga zadovoljavaju jednacinu

(x =772+ (=2(x —a))* =20 & 52° +2(—14 — 8a) + 4a® + 29 = 0.
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Iz uslova dodira prave i kruga imamo da je diskriminanta jednaka nuli, tj.
(—14—8a)* —4-5(4a>+29) =0 & a®*—14a+24=0 = a; =2, ay = 12,
Resenje ¢ine dve prave:

p:oy=-2@-2), p: y=-20x—-12).

Zadatak 14. Data je prava p : 3z —4y+24 = 0. Na z-osi naci tacku oko
koje se moze opisati krug poluprecnika r = 5 /10 tako da na datoj pravoj
odseca tetivu duzine 10.

Resenge:

~10+

20k

Slika 6. Krug tetive duzine 10

Neka je A(a,0) trazena tacka, B presek prave p i njene normale iz A, a C'
i D tacke preseka prave p i kruga, kao na Slici ??. Iz pravouglog trougla
AABC imamo

d:\/<5\/1—0>2—52:15.

Rastojanje tacke do prave

3-a—4-0+24] |3(a+8)]
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Pruvi slucaj. Kada je a > —8, imamo

3(a+8)
)

d= =15 & a+8=2 & a=1T

Drugi slucaj. Kada je a < —8, imamo

—3(a+8)
5

Dakle, resenja su A;(17,0) i A3(—33,0).

d= =15 & a+8=-2 & a=-33.

Zadatak 15. Pod kojim se uglom vidi krug 2%+y? = 20 iz tacke M (2, —6).

Resenge:

M
Slika 7. Ugao gledanja kruga iz tacke

Ugao pod kojim se vidi krug iz neke tacke je ugao izmedu tangenti koje
polaze iz te tacke na dati krug, kao Sto je prikazano na Slici 5.7.

Rastojanje centra O(0,0) do tangente ¢t : kx —y+n =0 je

g |k-0—0+n] _,
vVEk2+1

=  r}(1+k*) =n’
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Jednacina tangente koja prolazi kroz tacku M (2, —6) je
t: y+6=%k(r—2) = y=kr—2k—6.
Kako je poluprecnik kruga r = v/20, iz uslova dodira imamo
20- (1+k%) = (=2k—6)* = 5-(1+k*) = (k+3)> = 4k*—6k—4=0.

Resenja kvadratne jednacine su:

3+ /32 —-4-2-(-2) 3+£5
2.2 4

k1o =
Ovo su koeficijenti pravaca tangenti na krug iz tacke M.
Kako je ky = —1/2, a ky = 2, to vazi k; - ke = —1. Iz relacije

_ tana—tanf ki —ky
 l+tana-tanf 14k -ky

tan(a — f9)

oo,

odakle je
L(ty,ty) =90° .

Zadatak 16. Dat je krug (z —1)> + (y —2)° = 20 i tacka A(3;—4).
Utvrditi da postoji kvadrat opisan oko kruga ¢ije je jedno teme tacka A.
Zatim nadi ostala temena tog kvadrata.

Resenge:

Iz jednacine kruga, imamo da je njegov centar S(1,2), a poluprecnik R =

V20 = 24/5. Kako je
|AS|:\/(3—1)2+(—4—2)2:\/4_:R-\/§,

zakljucujemo da A moze biti teme tangencijalnog kvadrata, kao na Slici 5.8.
Teme C' je centralno simetricno sa A u odnosu na centar S:

3+ .
2 2
ya+ Yo —4+yc
Ysg = ———— 2= —>= Ye = 8.

2 2
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Slika 8. Kvadrat oko kruga

Time je odredeno teme C' (—1 ; 8) i dijagonala kvadrata AC. Njen koefici-

jent pravca je

2-(-4)
1-3

Druga dijagonala BD je normalna na dijagonalu AC, pa ima koeficijent

pravca

kas = = -3.

1 1
kpp = ——— = = .
BD s 3
Kako dijagonala BD prolazi kroz centar S(1,2), jednacina druge dijagonale
je
r D

1
BD: y—2=-(z—1) = y=>5=4>.
y 3(96 ) y=3"+3

Neka su koordinate B (zp, yg) i D (xp, yp). Kako u kvadratu vazi SA =
SB =SB = SD, imamo

[SBI? = (x5 —1)* + (ys —2)*,  |SDP* = (zp — 1)+ (yp — 2)°

(g —1)° + ((%BJrg) —2)2:40.

odnosno
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Sada je
( 1)? + 2 2 2 (TE DY a— a0
x — — —_— —_— — —_— p—
b 3 '3 3 '3 ’
tj.,
29 1
(x23—2x3+1)+(%—%+§):40 = 2% - 215 35=0.

Resavanjem kvadratne jednacine dobijamo

24 +/2%2 —4(-35
TB,pD = 5 ( ) = xp=-5, xp=1T.

Ordinate su

D 5 D 5 7 5
=5 t3=0 U=y tgogty

Preostala temena kvadrata su B(—5; 0) 1 D(7; 4).

Zadatak 17. Kroz tacku M(3; 4) kruga K : 22 + y? = 25 povudi tetivu
¢ija je udaljenost od koordinatnog pocetka d = v/5. Naéi jednacinu tetive.

Resenje:

Tacka M(3,4) lezi na krugu K. Neka je P presek tetive p i njene normale
iz O(0,0). Iz pravouglog trougla OPM imamo:

PM = /52— (V5)2 = V20 = 2V/5,

pa je duzina cele tetive MN = 2M P = 4+/5.

Jednacina tetive p kroz tacku M (3; 4)) je y — 4 = k(z — 3). Tetiva p mora
dodirivati krug I : 2 + y? = 5. Zajednicke tacke su reSenja sistema

y—4="Fk(x—-3), 2*4y*=05,
odakle

P+ (k(z-3)+4)7> =5 = (1+k) 2> +2k(4—3k)v+9k*—24k+11 = 0.
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Uslov dodira je ispunjen ako sistem ima jedno resenje, tj. odgovarajuca
diskriminanta D je jednaka nuli:

D = (2k(4 —3k))> — 4 (1 + k) (9k* — 24k + 11) = 4k* — 24k + 11 = 0.
Resenja su ki = 171 , ko = % Otuda dve prave zadovoljavaju zadate uslove:

11

1
pioy—d=—5@=3), q: y-d=5(@-3)

Zadatak 18. Odrediti jednacinu kruga ¢iji je centar na pravoj y = x koji
prolazi kroz tacku A(2,4) i dodiruje ose O, i O,,.

Resenje:
Opsta jednacina kruga je
K:(x—p)+@y—q’ =R,

gde je C'(p, q) centar i R poluprecnik, kao na Slici 5.9. Kako centar pripada

pravoj y = x, to je p = ¢q. Iz uslova dodira sa - osom imamo R = |q],
iz uslova dodira sa y-osom dobijamo R = |p|. Stoga je R = p = ¢ ili
R = —p = —q. Kako krug prolazi kroz tacku A(2;4), to isklju¢ujemo

mogunost p < 0. Dakle, vazi
2-pf+E-p)’=p" & P-1p+20=0 = p =2 p =10
Za pp = 2, dobijamo prvo resenje p; = q; = Ry = 2.

Za py = 10, dobijamo drugo resenje ps = g = Ry = 10.

Resenja su:

Ki: (x-2°+Wy—-2°=22 K,: (x—107>+ (y—10)° =102

Zadatak 19. Napisati jednacinu kruga opisanog oko trouglaAABC"

A(3,~7), B(8,~2), C(6,2).

Resenje:
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Slika 9. Krugovi koji dodiruju ose

Koeficijent pravca prave kroz tacke A i B je

s 2-(-T) _5 1

kap HSB—IEA: 53 :gzl kn:—@:—l.
Koeficijent normale stranice AB je k,, = —ﬁ =—1.
Koordinate tacke S sredista duzi AB, kao na Slici 5.10, su
g a:S:xAerB :3+8 :E; yS:yAerB _ —7-2 :_9
2 2 2 2 2 2
Normala n stranice AB prolazi kroz S (171, —g) i ima koeficijent k, = —1.

Stogajen: y+32=—(z—4).

Sli¢no, prava koja sadrzi stranicu BC' ima

242 4 1 1
BCT 68 2 kpo 2
rp+ Tc 8+6 YB + Yo
T: p— p— pr— N = ——
Tr 5 5 7 yr 5 0

Normala m stranice BC' prolazi kroz tacku 7'(7,0) i ima k,, = % Stoga je
m:y=3(x—7).

Prese¢na tacka normala n i m je

1
—1:—1—1:533—5 &S 2r+2=x-7 < 9=3r & z=23.
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Slika 10. Krug opisan oko trougla

Druga koordinata se dobija iz uslova y = —z +1 = =3 + 1 = =2, tako da
je tacka K (3, —2). Poluprecnik je

r=KA=+/(3-3)2+(-2+7)2=5.

Jednacina kruga je
(x—3)* + (y+2)* = 25.

Zadatak 20. Napisati jednacinu kruga koji prolazi kroz tacke P(2,5),
Q(—6,1), R(3,-2).
Resenje:
Opsta jednacina kruga je K : (z — p)2 + (y — q)2 =2
Kako P, @) i R pripadaju krugu, to njihove koordinate zadovoljavaju njegovu
jednacinu:
P25 ek = (2-p’+(B-q>=r"
Q-6,1) ek = (-6-p°+(1-q°=r"
R(3,-2)ek = B-p +(-2-¢°=r%
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Koristeci prviu i drugu jednakost, dobijamo
2-p)’+0G-0=(-6-p)"+1-q" = -16p-8¢-8=0
Sli¢no, koriste¢i prvu i tre¢u jednakost, imamo
2-p+6-a)’=B-p +(-2-¢° = 2p—1ldg+16=0.
Resavanjem sistema dobijamo
2p+q+1=0, p—T7q+8=0 = p=-1, q=1.

Sada je
rP=02-p°+(B-q°=3+4>=25

Jednacina kruga glasi

K: (z+1)°+(y—1)° =25

Zadatak 21. Nadi jednacinu kruga opisanog oko trougla ABC' ako je:
A(-1,8), B(—3,4), C(6,7).

Resenge:

Podsetimo se da se rastojanje tacaka M;(x1,y1) i Ma(x9,ys) izracunava po
formuli

4=V = /(@1 — 02)* + (1 — 1)

Centar opisanog kruga je presek simetrala stranica. Simetralu s; stranice
AB ¢ine sve tacke S koje su podednako udaljene od temena A i B:

S(x,y) €51 = AP =9B> & (z+1)"+(y—8)" = (¢ +3)"+(y—4)".
Odatle

2?4204+ 1+1y*4+64—16y = 22+ 9+62+9y°+16—8y = s, : v+2y—10=0.

Sli¢no, simetralu s, stranice BC' ¢ine tacke

S(z,y) €sy = BS*=5C* = (z+3)°+(y—4)°=(x -6+ (y—17)7,
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odakle
224+ 9+4+62+13°+16—8y = 22 +36—122+1y*+49—14y = s9: 3x+y—10 =0,

Centar C kruga nalazimo u preseku simetrala stranica, tj. vazi C' = s; X $».
Njegove koordinate dobijamo resavanjem sistema jednacina

c+2—10=0, 3z+y—10=0.

Eliminacijom nalazimo x = 2 i y = 4. Centar kruga je tacka C'(2,4).
Poluprecnik kruga je

r:(]A:\/(—1—2)2+(8—4)2:\/9+1 =25 ="5.

Jednacina kruga glasi

(x —2)° + (y — 4)> = 25.

Zadatak 22. Nadi koordinate tacke S koja polovi luk ZE, kruga K :
2?4+ y* = 25, ako je A(5,0), B(3,y > 0).

Resenge:

Tacka S koja polovi luk AB lezi na simetrali ugla ZAOB, kao sto je
prikazano na Slici 5.11.

Koordinate tacke koja pripada krugu zadovoljavaju njegovu jednacinu:
BB,y>0)eK: = FP+yP=5 = yP=16 = y==+4

Zbog uslova y > 0, dobijamo B (3,4). Sredina T duzi AB ima koordinate

. _9€1+$2_5+3_4 _3/1+y2_0+4_2
T — 2 - 9 ) Yyr = 9 - 9 — 4
tj., vazi T'(4,2). Prava OT ima jednacinu
OT : y—yozyT_yO (r —x9) = yzg.
T — Zo 2

Ova prava je ujedno i simetrala ugla ZAOB. Njen presek sa krugom je
reSenje sistema

2 |
yz%, 2yt =25 = x2+(§) =25 = o’ a? =25 = 2t =20,
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Slika, 11. Sredina luka

Odavde je x = 42v/5. Dakle, zadatak ima dva resenja: S(2v/5,v/5) i
S’'(—2v/5,—/5).

Zadatak 23. Odrediti jednac¢inu kruznice ¢iji centar lezi na pravoj [ :
y = x + 1, ¢ija je tangenta y-osa i prolazi kroz tacku A (—4,—1).

Resenge:
Neka je trazena kruznica K : (z — p)® + (y — q)* = r2. Njen centar C(p, q)
lezi na pravoj [, dakle vazi
Clp,g)el: y=x+1 = q=p+1.
Kako je osa Oy - tangenta kruga, to je r = |p| i vazi
K: (z=p)+y-a'=p"

Pretpostavimo da je p =r > 0. To znaci da je centar C' u desnoj poluravni
i da krug K dodiruje osu y sdesna. Tada ne moze da prolazi kroz tacku

A(—4,-1).
Dakle r = —p > 0, odakle mora biti p < 0.
Kako tacka A (—4,—1) pripada krugu K, imamo

A(=4,-1)eK = p*+12p+20=0 = p = —10, py= —2.
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Oba resenja su prihvatljiva jer su negativna. Sada dobijamo
n=-10 = ¢ =-9 =10, P2=—2 = q=—1; 19 =2.
Dakle, postoje dva kruga koja ispunjavaju trazene zahteve:

Ki: (z+100°+(y+9°=100, K,: (z4+2°+@w+1)>=4

Zadatak 24. Dat je kvadrat DOABC, ¢ija su temena: O (0,0), A (1,0),
B(1,1)1 C(0,1). Odrediti:

a) Jednacine kruznica Ko (O,m); K4 (A,m) i Ko (C’, @);

b) Preseénu tacku M = KoUK, i N = Ko N K¢ koje leze unutar kvadrata
OOABC;

¢) Ugao ¢ izmedu pravih OM i ON.

Resenje:

o0

Slika 12. Ugao izmedu tetiva krugova u kvadratu

Jednacine trazenih kruznica su:

Ko: a*+y’ =1, Ky: (z—=1)+y’ =1, Kc: 2>+ (x—-1)*=1.
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Tacka M se nalazi u preseku krugova Ko i K4, kao na Slici 5.12. Stoga se

njene koordinate dobijaju kao resenja sistema:

M=KoxK, = 2*+y*=1, (3:‘—1)2+y2:1.

Odzimanjem jednacina dobijamo

= (2-17=0= 22— (2" -22+1)=0 = 22-1=0 = r=.

Tacka M ima koordinate M (%, ‘/75> . Sli¢no,

N=KoxKe = a*4y*=1, 22+ (@y-17>=1,

odakle, oduzimanjem jednacina, dobijamo
y2—(y—1)2:0:2y—120$y=§

ﬁl)
27 2)°

Tako nalazimo da su koordinate tacke N (

Jednacina prave

vi_ ()
OM: y—0= i—O (z—0) = y=+3z
2
Koeficijent pravca ove prave ki = /3 odreduje njen nagib prema z-osi
tana; = V/3, tj. oy = 60°.
Sli¢no, jednacina prave
ON 0 5 =0 (x—0) = !
cy—0= T — y=—2.
30 V3

odakle je tan ay = \/ig, tj. as = 30°. Ugao ¢ izmedu pravih je

(Szl(ON,OM) = —&2:300.
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5.4 Elipsa

5.4.1 Zadaci

Zadatak 25. Od svih pravih koje su paralelne sa pravom [ : =z +y = 0,
odrediti one koje dodiruju elipsu x? + 4y? = 20. Nadi i koordinate dodirnih
tacaka.

Resenje:

Prave paralelne pravoj [ : y = —x imaju isti koeficijent pravca k = —1,
te stoga i jednacinu oblika p : y = —x + a (a € R). Zajednicke tacke
zadovoljavaju jednacinu

v’ +4(a—1)* =20 < 2°+4r*—8ax+4a*—20 = 0 & 5’ —8aw+4a’—20 = 0.
Resenja kvadratne jednacine su

8a £ /6402 —4-5(4a> —20)  8a % /400 — 164>
10 B 10

T2 =
Uslov dodira je x1 = x9, tj D = 0, odakle je
400 —16a* =0 & 25—-a*=0 <& a=25.

Trazene prave sup;: +y=5ips: x+y= —>.
Koordinate tacaka dodira su:
85 5-8
$1:1—0:4,y1:5—421, $22——I—4,y2:—5+42—1

Tacke dodira su: My (4,1) i My(—4, —1).

Zadatak 26. Odrediti jednacinu tangente elipse

2 + 4y* = 100

2

koja je paralelna sa pravom y = 2.

Resenje:
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Kako je tangenta paralelna sa pravom y = %x, njena jednacina ima oblik

2t
= = .
Y73

Sada, zajednicke tacke elipse i tangente, kao na Slici 5.13a, zadovoljavaju
jednacinu
9 2
2 _
x°+4 (§x+n) = 100.
Diskriminanta kvadratne jednacine je

D = 16n* — 25(n? — 25) = —9n? + 257,

Uslov dodira je ispunjen ako je

252 25
_ 2 _ _
D=0 < n—32 = n—ig

Dakle, trazene tangente elipse su: t; : y = %l’ + % ity: y= %l’ -3

y
C
y >
A %
2 = //’ 5 X
0 s X ¢ 2/
.
Slika 13. a) Tangente elipse; b) Trougao u elipsi

Zadatak 27. Nadi presecne tacke A i B elipse € : 2% + 2y* = 36 i prave
p: x+y+6=0. Kolika je povrsina jednakokrakog trougla AABC ¢ija je
osnovica AB, a teme C' lezi na elipsi u prvom kvadrantu?

Resenge:
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Presecne tacke elipse i prave, bas kao na Slici 5.13b, su reSenja sistema
jednacina
e 2?2+ 22 =36, p: y=—6-—ux.
Odatle
2 +2(—2-6)2=36 = 2*+8r+12=0 = 1x;=-6, 19 =—2.

Stoga je A(—6,0) 1 B(—2,—4). Prava koja sadrzi ove tacke ima jednacinu

_ YB—Ya —4 -0
AB : = (r — = = 6).
yoya= (z —x4) iy (z +6)
Njen koeficijent pravca je kap = —1.

Svi jednakokraki trouglovi ¢ija je osnovica AB imaju trece teme C' na sime-
trali ove duzi. Stoga, prvo trazimo sredinu S duzi AB:

S(£SayS): A_S:S_B = x52¥:_4 Z/S:yA_;yB:—Q,

Dakle, S (—4, —2).

1z uslova normalnosti normale n i prave AB (n L AB), imamo ky,-kap = —1,
odakle je k, = 1. Sada vazi

n:y—ys=kp(z—x5) = y—(-2)=1(x—-(-4) = y=x+2.

Teme C' trougla AABC' pripada presecnoj tacki simetrale duzi AB i date
elipse, tj
2 +2y° =36, y=xa+2.

Resavanjem ovog sistema, dobijamo
2420 +2)=36 = 32 +8r-28=0 = a=-——), 1y =2

Kako C' treba da lezi u prvom kvadrantu, to vazi da je z¢ = x5 = 2. Sada
jeyp=2+42=41C(2,4).
Kako su duzine osnovice AB i visine SC' jednake:

AB=VE+4£2=4v2, SC=V62+6=06V2,

to je povrsina trougla jednaka

P—-E =5 4f 6vV2 = P =24
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5.5 Parabola

5.5.1 Zadaci
Zadatak 28. Na paraboli P : y? = 4z odrediti tacku najblizu pravoj
a: x—y+4=0.
Resenge:
Rastojanje tacke M (x,y) od prave a je
|z —y + 4|

1
d(M,a) = \/?(_1)2 = E]m

Ova tacka istovremeno lezi i na paraboli, pa imamo

—y+4|

y® — 4y + 16].

1
= m‘
Kako je
fly)=v"—dy+16 =y —dy+4+12 = (y — 2)* + 12,
to je f(y) pozitivna za svako realno y, te vazi

(y — 2)2 + 12

w2
Rastojanje d(M,a) je minimalno za y = 6. Sada je x = 22/4 = 1, pa je
trazena tacka M(1,2).

d(M,a) =

Zadatak 29. Na pravoj a : x—y+7 = 0 odrediti tacku najblizu paraboli
P oy?=12x.

Resenge:

Rastojanje tacke M (z,y) od prave a koje su prikazane na Slici 5.14a, je

— 7 1
dMay = 2=yl Ly

V(1P V2
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odakle

y2

1 (y—6)*+48
AM,a) = —= |2~ b +45

1
V2 ~ s 12¢/2

Rastojanje d(M,a) je minimalno za y = 6. Sada je x = 62/12 = 3, pa je
trazena tacka na paraboli M(3,6). Normala prave a ima koeficijent pravca
k, = —1/k, = —1. Kako normala n sadrzi tacku M(3,6), to ona ima
jednacinu

y® — 12y + 84|. =

y+7‘

n:y—6=—(x—3) = y=—-x+9.
Njen presek sa pravom a je resenje sistema
r—y+7=0, y=—x+9.

Trazena tacka je A(1,8).

Slika 14. a) Tacka prave najbliza paraboli; b) Parabola u paraboli

Zadatak 30. Odrediti geometrijsko mesto tacaka koje dele tetive parabole
P : y* = 6z koje polaze iz koordinatnog pocetka O(0,0) na dva dela od
kojih je prvi dva puta veéi od drugog.

Resenje:
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Neka je M(xpr,yp) proizvoljna tacka parabole prikazane na Slici 5.14b.
Trazena odgovarajuca tacka S je takva da vazi

S - 2 2 2
0SS =25M = xszw:§$M, yS:yOﬁ—TgM

2
1+2 —3Ym

odakle je xp, = %xs iyy = %yg. Kako je M tacka na paraboli, dobijamo

3 \* 3
912\/[:6381\/[ = <§ys> :653;3.

Uvodedi smene x = xg i y = yg, dobijamo da je trazeno geometrijsko mesto
nova parabola
y? = 4a.

5.6 Hiperbola

5.6.1 Zadaci

Zadatak 31. Odrediti jednacinu tangente t hiperbole H : 91”—2 — % =1
koja je paralelna pravoj p: 10z — 3y +9 = 0.
Resenge:
Direktni oblik jednacine prave p je y = 13—0:(: + 3, odakle imamo koefici-

jent pravca k = %. Kako je tangenta paralelna sa ovom pravom, kao

na Slici 5.15a, ona ima isti koeficijent pravca i stoga jednacinu ¢t : y =
13—033 +n (n € R), ukoliko nije paralelna sa y-osom. Zajednicke tacke prave
t i hiperbole dobijamo iz sistema jednacina

10 10
y=gw+mn 4o —y* =64 = 4x2—(§x+n):64,

odakle je
642% + 60nz + 9(n® + 64) = 0.

Da bi ¢ bila tangenta mora biti diskriminanta jednaka nuli, tj.

32
D = (60n)* —4-64-9(n*+64) = 144(9n* —1024) =0 = n= +
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S

Lol -4t

Slika 15. a) Tangenta hiperbole; b) Hiperbola na osnovu tangenti

Dakle, postoje dve trazene tangente

t1: 100 —3y—32=0, ty: 102 —3y+32=0.

2

Zadatak 32. Odrediti jednacinu hiperbole H : % — Z—j = 1 cije su tan-
gente prave t; : bx —6y — 16 =01ty : 13z — 10y — 48 = 0.

Resenge:

Prava y = kx + n je tangenta hiperbole b?z? — a?y? = a?b?, kao Slici 5.15b,
ako imaju jedinstvenu zajednicku tacku, tj. ako sistem jednacina ima jedno
i samo jedno realno resenje. Odatle dolazimo do uslova

a’k* —b* =n* (n#£0).
Date tangente, napisane u direktnom obliku, glase:

) 8 13 24
tv: y=—=xr— = t2:y:Ex 5

6 3’
a’ 13 2—172: A 2
10 5)

Koristeci uslov dodira dobijamo

-G
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Oduzimajuéi prvu jednac¢inu od druge dobijamo

(1B 2w o, 3
102 62) 52 32 225 225

odakle je a® = 16. Iz uslova dodira, imamo

5 g2 2% 64
P=ad>>= - — =16— — — =4.
T 6T 3 36 9

Trazena hiperbola glasi
2

8

H -

2
Y,
16 4

(=)
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Kompleti zadataka sa prijemnih
ispita

U ovoj sekciji naveden je izvestan broj kompleta zadataka koji su bili na rani-
jim prijemnim ispitima na Maginskom fakultetu u Nisu. Na ovaj nac¢in kandi-
dati mogu stec¢i dobar uvid u to kako ¢e izgledati prijemni ispit iz Matematike.

KOMPLET 1.
1. Ako je a+ 4 v = 180°, dokazati da je
tga + tgh + tgy = tga - tgf - tgy
2. Nac i sva resSenja jednacine: sin 3x + sin 2z — sinx = 0.
3. Resiti nejednacinu
20 — 1

T+ 2
i predstaviti resenja na brojnoj osi.

>0

log

4. U pravu kupu visine h = 6 i poluprecnika osnove r = 4 upisana je
kocka ¢ija jedna strana lezi na osnovi kupe. Izracunati ivicu kocke.

5. Dat je krug
22+ 1y =10z +16 =0

i prava y = kz. Odrediti parametar k tako da data prava:
a) dodiruje dati krug,
b) sece dati krug,
¢) nema sa krugom zajednickih tacaka.

129
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KOMPLET 2.
1. Naci sva reSenja jednacine sinx + cosz = ——.
sinx
2. Izrac¢unati sin® (2a), ako je
1 1 1 1

- —- -
tg?a  ctg’a  sina cos?a
3. Data je funkcija y = log(—2x2 + 7x — 3).

a) Odrediti sve vrednosti x za koje je funkcija definisana (ima realne v

ednosti).

b) Odrediti vrednost argumenta x za koju funkcija ima maksimalnu vr

dnost.

4. Odrediti povrsinu jednakokrakog trapeza cija dijagonala d = 2c¢m obrazt
sa osnovom ugao od 45°.

5. Odrediti jednacinu tangente elipse

2 + 4y* = 100

2

koja je paralelna sa pravom y = $x.

KOMPLET 3.

1. Nadi sva reSenja jednacine sinbx cos 3x = sin 6x cos 2.

B 1 4+ sin 2«

2. Dokazati identitet tg (a + z)
cos 2«

4
3. Resiti jednacinu log,(z 4 14) = 6 — log,(z + 2).

4. Naci dijagonalu i krak jednakokrakog trapeza ¢ije su osnove a = 20,
b = 12, ako se zna da se centar opisane kruznice oko trapeza nalazi na
vecoj osnovici.

5. U dekartovom pavouglom koordinatnom sistemu tacke A(1,1), B(3,1)
i C(1,4) su temena pravouglog trougla. Odrediti jednacinu prave koja
sadrzi hipotenuzinu visinu.
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Komplet 4.

1. Dokazati identitet
cos « 1.,
—————— = —sin“«
ctg?§ —tg?s 4

2. Nadi sva resenja jednacine

V3 1.
cos 3xr = TCOSI— 551111:

3. Resiti nejednacinu

1 < —
062 % = logox — 1

(uvesti smenu log, © = t).

4. Srednja linija trapeza iznosi 10 i deli povrs inu tog trapeza u odnosu
3 : 5. Izracunati duzinu osnovica trapeza.

5. Odrediti jednacinu prave koja odseca na y-osi dva puta veéi odsecak
nego na z-osi i dodiruje kruznicu

(x —7)% +y* = 20.

KOMPLET 5.

x2421)

1. Resiti jednacinu log 10%s( —logz <1 (osnova logaritma je 10).

2. Dokazati identitet

sin o + cos « 1+ 2cos? 2

sina —cosa cos?a(tg?la—1) 1+ tga
3. Nadi sva resenja jednacine

sinx — 3cos?x +2sin2z =1

4. Od svih pravih koje su paralelne sa pravom z + y = 0, odrediti one
koje dodiruju elipsu 22 + 4y? = 20, i naéi koordinate dodirnih tacaka.
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d.

U pravilnu ¢etvorostranu piramidu upisana je kocka tako da cetiri
njena temena leze na visinama bocnih strana (apotemama) piramide,
a Cetiri na osnovi piramide. Sve ivice piramide su jednake, a iznose a.
Izracunati povrsinu i zapreminu te kocke.

KOMPLET 6.

1.

Dijagonale romba odnose se kao 3 : 4 (d; : do = 3 : 4). Odrediti odnos
povrsine romba i1 povrsSine kruga upisanog u taj romb.

Resiti jednacinu 3271 = 3742 4 /32(+1) — 6. 32 4 1.
Odrediti sva resenja jednacine

1 1 2

2 - =38

sin“x  cos?x  sinz - cosz

. Napisati jednacinu prave koja prolazi kroz tacku M (8;6), a sa koordi-

natnim osama zatvara trougao povrsine 12.

. Resiti jednacinu

log?z — 3logz + 3

BT (loge = logya)

KOMPLET 7.

Resiti jednacinu 47+HVe* =2 — 5. 9e=14Ve? =2 — @,

. Resiti nejednacinu —2cos?z +sinz +1 < 0

Danas, 24. juna 1989. godine, Perica ima onoliko godina koliko iznosi
zbir cifara u njegovoj godini rodenja. Koje godine je Perica roden?

. Zadata je prava 3zr —4y+24 = 0. Na x-osi naéi tacku oko koje se moze

opisati krug poluprecnika » = 5 - /10 tako da na datoj pravoj odseca
tetivu duzine 10.

U sferu poluprecnika R upisana je prava prizma ¢ija je osnova pravougli
trougao sa ostrim uglom «. Nadci zapreminu i povrsinu ove prizme u
funkciji od R i o, ako znamo da najveca strana prizme jeste kvadrat.
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KOMPLET 8.

1. Resiti nejednacinu
4% + 2z — 4
x—1

<2

2. Nadi sva reSenja jednacine sinz + tgx = 1 + cos .

3. Izracunati strane paralelograma ¢iji je obim 22m, ostar ugao 60° i manja
dijagonala 7m.

4. Za funkciju y = log(—2?% + 6z — 5) na¢ i
a) skup vrednosti = za koje je funkcija definisana,

b) vrednost x za koju funkcija postize maksimum i izracunati taj
maksimum.

5. Napisati jednacinu prave koja je normalna na pravu 2x + 6y — 3 = 0,
a rastojanje tacke A(5;4) od trazene prave je v/10.

KOMPLET 9.
1. Resiti nejednacinu 2% 4+ 272+ — 2 < 1.
2. Nadi sva resenja jednacine

\ﬁ—tgxztg(%—x)

3. U jednakokraki trapez ¢ija je povrsina 20cm? upisan je krug polupreénika
2cm. Odrediti strane tog trapeza.

4. Pod kojim se uglom vidi krug z? + y* = 20 iz tacke M (2, —6).

5. Napisati jednacinu kruznice koja prolazi kroz tacke: A(3,—7), B(8, —2),
C(6,2).

KOMPLET 10.

1. Nadi sin 18°, koristeci jednakost sin 36° = cos 54°.
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2. Resiti jednacinu
18 — logx
3+ loga?

log V/z =

3. Resiti nejednacinu

8 i > 1+ 2)"
3¢ — 2t 3)
4. Naéi koordinate tacke S koja raspolovljava luk M, My, kruga z?+y? =
25, ako je M (5,0), My (3,y > 0).

5. Centar upisanog kruga u jednakokraki trougao deli visinu koja odgovara
osnovici tog trougla na odsecke 5 ¢m i 3 c¢m, racunajuéi od temena.
[zracunati duzine stranica tog trougla.

KOMPLET 11.

1. Nadi sva resenja jednacine sin 9z + sin 5z — cos 2x = 0.

2. Resiti jednacinu

1 1
log {/10 (z — 1)* — glog (3+x)° = 3

3. Resiti nejednacinu 9* — 10 - 3% - 27 49 . 4% < 0.
4. Dat je krug (z — 1) 4 (y — 2)® = 20 i tac ka A (3;—4). Utvrditi da
postoji kvadrat opisan oko kruga ¢ije je jedno teme tacka A. Zatim

nac¢i ostala temena tog kvadrata.

5. Osnove trapeza su a = 8 cm, b = 4 c¢m, a uglovi na vecoj osnovici su
30° 1 45°. Izracunati povrSinu trapeza.

KOMPLET 12.

1. Naci sva reSenja jednacine V3sinz =1 — cosz.
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2. Uprostiti izraz

\/T‘(f_mf—(\/mmf
r—a (Vitvi-a) (Vi-Vi-a@)

3. Pravougli trapez sa osnovama a = 9 ¢m, b = 6 cm opisan je oko kruga.
Izracunati povrsinu trapeza.

4. Kroz tac ku M(3; 4) kruga z2 +1* = 25 povuéi tetivu ¢ija je udaljenost
od koordinatnog pocetka /5. Nadi jednacinu tetive.

5. Resiti nejednacinu log ﬁ—:ll < 1.

KOMPLET 13.

21
L

1. Resiti nejednacinu

1
2. Resiti jednacinu = ——.
083 T 6
1
5.

4. Data su temena A(12;3) 1 B(4; 1) trougla ABC. Odrediti geometrijsko
mesto temena C' ako je povrsina trougla ABC' stalno 20.

3. Resiti trigonometrijsku jednacinu sin*z — cos? x =

5. Izrac¢unati povrsinu i zapreminu pravilne ¢etvorostrane prizme (osnova
kvadrat) kod koje je povrsina omotaca M = 18v/6 ¢m?, a nagibni ugao
njene dijagonale prema osnovi iznosi 30°.

KOMPLET 14.

1. Nadi sva resenja jednacine sinzx + tgr = — COST.

cos x
2. Refiti jednacinu 47 — 3772 = 37+2 — 92w+l
3. Resiti nejednacinu 1 < log, 2 (2> — 3z +4) < 2.

4. Odrediti jednacinu kruga ¢iji je centar na pravoj y = x koji prolazi kroz
tacku A(2,4) i dodiruje ose O, i O,
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5. U pravu kupu poluprec¢nika osnove R = 6¢m upisana je lopta poluprecnil
r = 4cem. Izracunati visinu H i izvodnicu s te kupe.

KOMPLET 15.

1. Odrediti sve presecne tacke krivih y =sinz, y = sin2z.

2. Za koje vrednosti realnog parametra a jednacina x? — 4z — logya = 0
ima realne korene?

3. Dat je broj A = (\/6—1— \/5) (\/3— 2) V V34 2. Izracunati A? i na

osnovu toga odrediti broj A.

4. Obim trougla je 18 ¢m. Simetrala jednog ugla deli suprotnu stranicu
na odsecke 2,5 cm i 3,5 ¢m. Naci stranice trougla.

5. Nadi jednac¢inu prave koja prolazi kroz tacku A(2,1) i sa pravom [ :
2z + 3y + 4 = 0 zaklapa ugao od 45°.

KOMPLET 16.

1 - 1
r+2 -2

1. Resiti jednacinu

1
2. Resiti jednacinu log vz — 8 + 3 log (22 + 1) = 1.

3. Nadi sva resenja jednacine sin®z + sin®2x = 1.

4. Na pravoj 4x 4 3y — 12 = 0 nac¢ i tacku podjednako udaljenu od tacaka
A(=1, =2), B(1, 4).

5. Odrediti stranicu romba ako je odnos dijagonala d; : do = 1 : 2, a
povrsina P = 16 cm?.

KOMPLET 17.

1. Resiti trigonometrijsku jednacinu

(5e) s (F o) =
S|\ ——x ) -SIn\| — r| = ——=.
4 4 2
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Resiti jednacinu log, 2 - log,, 2 = log,, 2.

Odrediti parametar p (p € R) u jednacini 2% — pzr — (p — 3)2 = 0 tako
da resenja budu realna.

Za dva koncentricna kruga zna se da tangenta na manji krug odseca na
ve¢em krugu tetivu duzine 20 ¢m. Nadi povrsinu kruznog prstena.

Na pravoj 2x —y — 5 = 0 nadi tac¢ ku P tako da zbir njenih odstojanja
od tacaka A(—7,1) 1 B(—5,5) bude minimalan.

KOMPLET 18.

1.

Naéi sva redenja jednacine cos2x — 4sin?zcos?z = 1.

5r — 3

— X

> 3.

Resiti nejednacinu
Resiti jednacinu 12 ¥/3 — v/3 = 27.

Pravilna ¢etvorostrana piramida ima povr§inu osnove 72 em?, a omotaca
12/41 em?. Izracunati zapreminu.

Odrediti koordinate temena trougla AABC' ako su P(4, 3), Q(—3, 5),
R(1, 0) sredine redom stranica BC', CA i AB.

KOMPLET 19.

. Naéi sva reSenja jednacine cos2x + cosx = sin 2z + sin x.

Resiti nejednacinu |x +a7t—4| <2,

Za koje vrednosti realnog parametra a jednacina % — 4 — log, a = 0
ima realne korene.

Kada se omota¢ kupe razvije u ravni dobije se cetvrtina kruga polu-
precénika 44/5. Izra¢unati zapreminu kupe.

Date su tacke P(2,5), Q(—6,1), R(3,—2). Napisati jednacinu kruga
opisanog oko trougla AABC.
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KOMPLET 20.

1. Naci sva resenja jednacine sin3x + sin2x + sinx = 0.

1 2

5—x+1+x

< 1.

2. Resiti nejednacinu

3. Resiti jednacinu 4V* 2 — 12 = 2V*~2,

4. Pravilna ¢etvorostrana prizma ima omota¢ povrsine 8m? i dijagonalu
3m. Izracunati njenu zapreminu.

5. Nadi jednacinu kruga opisanog oko trougla ABC' ako je:

A(-1,8), B(—3,4), C(6,7).
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