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Glava 1

Pripremno poglavlje

1.1 Teorijske osnove

¢ Elementi teorije skupova

1° Skup, element skupa

Oznake: velika tampana slova za skupove, mala za njihove elemente.

Zadavanje skupova: nabrajanjem elemenata, ili, najéesce, ako je P neka osobina koju
imaju svi elementi tog skupa sa

Q={z: Px)}.
Za element x kaZemo da je (nije) u skupu Q i piSemo z € Q (x &€ Q).

Broj elemenata skupa §: |€].

2°  Skupovne relacije

Relacija inkluzije: skup A je podskup skupa B, u oznaci A C B, tj. svi elementi skupa
A su u skupu B.

3° Skupovne operacije

Prazan skup @: ne postoji nijedan element sadrzan u njemu.
Komplement skupa A, u oznaci A¢: skup svih elemenata koji nisu sadrzani u A. Ako
je A C Q, tada je
Af={zeQ:x ¢ A}
- Ukoliko je skup 2 jednoznac¢no odredjen, donji indeks se izostavlja.
- Vazi: Q°=gi2°=Q.
Presek skupova Ai B: ANB={x:x€ Aiz € B}.
- Ai B su disjunktni skupovi: vazi AN B = @.
Unija skupova A1 B: AUB={x:2 € Ailiz € B}.



- Unija disjunktnih skupova: AUB = A+ B.
- Unija prebrojivo mnogo skupova Aj, As, ..., A;, ..., i € N:
AjUA U UA U...=U2, A,
Razlika skupova Ai B: A\B={z:z€ A, x ¢ B}.

4° Venovi dijagrami su jedan od najlaksih nacina da se vizuelno prikaze skup.

@] © @D

AB

A AUB

Slika 1.1: Venovi dijagrami

5° Partitivni skup datog skupa

Skup koji se sastoji od svih podskupova skupa €2 ukljucujuéi sam skup €2 kao i prazan
skup @, tj. skup:
PQ)={A: ACQ}.

- A€ P(Q) ako i samo ako A C ;
- Q=n=[P(Q)| =2".

6° Podela skupova po broju elemenata

Konacan: skup koji ima kona¢no mnogo elemenata, tj. |Q2] =n, n € N.

Prebrojivo beskonacan: skup koji ima beskonadno mnogo elemenata koji se mogu
poredjati u niz (skup prirodnih brojeva, skup celih brojeva, ...).

Neprebrojivo beskonacni: ostali skupovi (skup realnih brojeva, intervali, segmenti ...).

Diskretni skupovi: kona¢ni ili prebrojivo beskonaéni.
Neprekidni(kontinualni) skupovi: neprebrojivo beskonaéni.

7° Dekartov proizvod skupova

Uredjeni par (a,b) je niz od dva elementa.

- Vazna osobina: (a,b) # (b, a).
- Jednakost: (a,b) = (¢,d) ako i samo akoa =cib=d.

Dekartov proizvod skupova Ai B: Ax B ={(a,b):a € A,be B}.
Napomena. Akosu S C A, T C Btadaje SxT C AXxB.



e Osnove kombinatorike

Kombinatorikaje matematicka disciplina koja se bavi rasporedjivanjem elemenata u
kona¢nim skupovima i odredjivanjem broja takvih rasporeda.

8° Potrebne oznake

(n-) Faktorijel: brojn!l=n-(n—1)-...-2-1, neN.

- Po dogovoru je 0! = 1.

Binomni koeficijent “n nad k> (nik,n >k >0):

(n) _ n(n—=1)...(n—k+1) __ n!
k) k! T El(n—k)!"

9° Prebrojavanja
Predstavljaju vazan deo kombinatorike.
- [AUB| =|A|+|B|-]AUB].
- Pravilo proizvoda: ako se aktivnost 1 moZe izvrsiti na n razli¢itih nacina,
a aktivnost 2 na m razli¢itih nacina, tada je m - n broj nacina na koji se

mogu izvrSiti aktivnosti 1 1 2 jedna za drugom (nezavisno od toga da li
realizacija jedne aktivnosti zavisi od realizacije druge aktivnosti).

10° Raspored elemenata i njihov broj
Podela:

- Permutacije su uredjeni rasporedi, a kombinacije neuredjeni.
- Rasporedi bez ponavljanja ukoliko se elementi u datom skupu razlikuju, i
rasporedi sa ponavljanjem u suprotnom.

10°1. Rasporedi bez ponavljanja skupa Q, || =n
Permutacija skupa : svaki redosled zapisivanja njegovih elemenata. Broj svih per-
mutacija skupa (2 je
P,=nl=nn-1)-...-2- 1.
Varijacija k-te klase (n > k > 1) skupa §2: svaki raspored elemenata bilo kog podskupa
od € sa k elemenata. Broj svih varijacija k-te klase od n elemenata je
Vf:n(n—l)-...-(n—k—i-l):m’ji!k)!.

Napomena. U savremenoj literaturi se ¢esto pojam permutacija koristi i za
pojam varijacija. Preciznije, varijacije k-te klase od n elemenata se nazivaju
i k-permutacijama.

Kombinacije (neuredjeni rasporedi) k-te klase (n > k > 1) skupa Q: svi podskupovi
skupa ) od k-elemenata. Broj svih kombinacija k-te klase od n elemenata je

k_ _ [
Cn = (Z) = k!(:—k)! = R
10°2. Rasporedi sa ponavljanjem skupa Q, [Q)] =n
Broj permutacija sa ponavljanjem skupa 2 koji ima n; elemenata prve vrste, ns
elemenata druge vrste,..., ng elemenata k-te vrste (pri ¢emu je ny + ng + ... + ng = n):
ﬁnhnz,m,nk _ n!
n T nplngleong!”
Broj varijacija sa ponavljanjem k-te klase od n elemenata, n > k > 1:
Vk =nk.
Broj kombinacija sa ponavljanjem k-te klase od n elemenata, n > k > 1:
~k _ (ntk—1
Cr=0"0)



1.2 ReSeni zadaci

Zadatak 1.1. Dat je skup Q = {a, b, c,d, e} i njegovi podskupovi A = {a,b,c} i B = {c,d}.
Naéi: AUB, AN B, A¢, B¢, A\ B, B\ A.

Resenje.
AUB ={a,b,c,d}
ANB={c}
A¢ ={d, e}
B¢ ={a,b,e}
A\ B = {a,b}
B\ A={d}

Zadatak 1.2. Naéi partitivni skup skupa Q = {a,b,c,d,e}.
Resenje.

P(2) = {0, {a}, (b}, {c}, {d} {e},
{a,b},{a,c}, {a,d}, {a, e}, {b,c}, {b,d},{b e}, {c,d}, {c, e}, {d, e},
{a,b,c},{a,b,d},{a,b, e}, {a,c,d}, {a,c e}, {a,d, e}, {b,c,d},
{b,c,e},{b,d,e},{c,d, e},
{a,b,c,d},{a,c,d, e},{a,b,d, e},{a,b,c,e},{bc,d, e},
{a,b,¢c,d,e}}

Zadatak 1.3. Naéi dekartov proizvod A x B gde su:
(a) A=1{1,2,3}, B={1,2,3,4};
(b) A=1[1,3], B=11,2].

Resenje. (a)

) ) ) 3 ) ) (2’ 4)7
) b ) ) ) 3)’ (3’ 4)}
Ovaj skup moze se prikazati i slede¢om tabelom:
X 1 2 3 4
1) | (12) | (1,3) ] (14
2 (21 ] (22) | (23) | (24)
3161 |32 ] (33) | (34)




() AxB={(s,t)]1<s<31<t<2}.

AxB={(s.0)|1<s<3,1<t1<%

Slika 1.2

Napomena. Akosu S C A, T C Btadaje SxT C A x B.

Zadatak 1.4. Koliko ¢lanova ima muzicka grupa ako sedam njenih c¢lanova peva, cetiri
svira gitaru, a dva i peva i svira?

Resenje. Neka su:
|A| = 7 broj ¢lanova koji pevaju,
|B| = 4 broj ¢lanova koji sviraju,
|A N B| =2 broj ¢lanova koji i sviraju i pevaju. Ukupan broj ¢lanova grupe je:

|AUB| = |A|+|B|—]AnB|
= T4+4-2
= 9

Zadatak 1.5. U kutiji su 3 crvene, 4 bele i 6 zelenih kuglica. Na koliko nacina moZemo
izvuéi jednu kuglicu?

Resenje. Jednu kuglicu mozemo izvuéi na 3 + 4 + 6 = 13 nacina.

Zadatak 1.6. Ako garderoba neke Zene sadrzi 4 suknje 1 5 kosulja na koliko razlic¢itih
nacina se ona moze obuci?



ReSenje. Zena se moze obuéi na 4 - 5 = 20 nacina.

Zadatak 1.7. U nekoj disciplini u finalu svetskog kupa u atletici ucestvuje 5 takmicara.
Na koliko razlic¢itih nacina se moZe "formirati” pobednicko postolje?

ResSenje. Pet je nacina da se osvoji zlato, Cetiri da se osvoji srebro i tri da se osvoji
bronza. Dakle, ukupno 5 -4 -3 = 60.

Zadatak 1.8. Prvo se baca kocka ¢ije su strane numerisane brojevima 1,2, ...,6, a zatim
Zeton na ¢igim su stranama napisani brojevi 1 ¢ 2. Nadéi broj svih moguéih ishoda.

Resenje. Pri prvom bacanju kocke moze se pojaviti bilo koji broj iz skupa {1,2,...,6}.
U drugom bacanju Zetona mogu se pojaviti brojevi 1 ili 2. Prema pravilu proizvoda, ima
6 - 2 = 12 mogucih ishoda.

Zadatak 1.9. Napisati sve permutacije skupa S = {a,b,c}.
ReSenje. Permutacije su
abc acb bac beca cab cba.

Dakle, ovaj skup ima 6 permutacija.
Do broja permutacija se moze doéi i kori§¢enjem pravila proizvoda: postoje 3 nacina da
se izabere prvi element, 2 za izbor drugog i 1 za treéi element, dakle 3 -2 -1 = 6 nacina.

Napomena. Vazno je primetiti da su abc i bca dve razli¢ite permutacije. Dakle,
redosled zapisivanja je bitan.

Zadatak 1.10. Dat je skup S = {a,b,c,d}. Naéi:
(a) broj svih varijacija treée klase i ispisati ih;

(b) broj svih kombinacija trece klase i napisati ih.

Resenje. (a) Na osnovu pravila proizvoda i formule za broj varijacija trece klase od 4

elemenata, njihov broj je
Vi=4-3-2=24.

Navedimo ih sve:

abc acb bac bca cab cba
abd adb bad bda dab dba
acd adc cad cda dac dca
becd bdec cbd cdb dbc dcb.



(b) Broj svih kombinacija trece klase od Cetri elemenata je

4 41 4-3.2
3
= = = :4
Cs (3) 3.1 3.2

Navedimo ih
{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}.

Napomena. Uoc¢imo razliku izmedu varijacija i kombinacija iz prethodnog
zadatka.

abc acb bac bca cab cba | {ab,}
abd adb bad bda dab dba | {ab,d}
acd adc cad cda dac dca | {ac,d}
becd bde c¢bd cdb  dbe dcb | {b,c,d}.

Zadatak 1.11. Koliko se petocifrenih brojeva moZe sastaviti od brojeva 1,2,3,4,5, tako
da su im sve cifre razlicite?

Resenje. Na prvo mesto u broju moze doéi bilo koji od brojeva 1,2,3,4,5. Na drugo se
moze staviti bilo koji od preostala 4, na treée bilo koji od preostala 3, na cetvrto jedan
od preostala dva broja, a na poslednje, peto mesto, stavljamo jedini preostali broj. To se
moze uraditi na 5-4-3-2-1 =120 nacina.

Zadatak 1.12. Iz kutije sa 6 Zetona numerisanih brojevima 1,2,3,4,5,6 izvlace se tri
Zetona, jedan po jedan, tako da se posle izvlacenja ne vraéaju u kutiju (izvladenje bez
vraéanga). Na koliko nacina se to moze uraditi, odnosno koliko ima razlicitih redosleda
tri broja od brojeva 1,2,3,4,5,67

Resenje. U prvom izvlacenju moze se dobiti bilo koji od 6 brojeva. U drugom izvlacenju
moze se dobiti neki od preostalih 5 brojeva, a u tre¢em neki od preostala 4 broja. Prema
pravilu proizvoda ovo se moZe uraditi na 6 -5 -4 = 120 nacina.

Zadatak 1.13. Na koliko nacina se iz korpe sa po jednom bananom, pomorandZom, ja-
bukom i kruSkom mogu izabrati tri vocke?

Resenje. Ako se svaka vocka obelezi brojem 1,2,3,4, pitanje se svodi na to na koliko
nac¢ina se moze od 4 broja izabrati tri, tako da im redosled nije bitan, (izbori 1,2,3; 1,3,2;
2,1,3; 2,3,1; 3,1,2 1 3,2,1 smatraju se istim), odnosno koliko tro¢lanih podskupova ima skup
od 4 elemenata?

Broj izvlac¢enja, kada je redosled elemenata bitan, jeste

n-n—1)-n—=2)-...-(n—k+1)=4-3-2=24.
Kako ovde redosled nije bitan, onda se k! = 3! redosleda izvlacenja istog skupa od tri broja
(vocke) tretira kao jedan, pa dobijeni broj izvlaGenja treba podeliti sa 3!, tj.
4-3-2

3! 4




Zadatak 1.14. Na slucajan nacin se rasporeduju kartoni na kojima su ispisana slova A,
A, A, B, N, N. Kolika je verovatnoéa da ée se formirati rec BANANA?

. . . .. 53, 6! . :
Resenje. Broj svih moguéih redi je Pz b2 312 60. Povoljna je samo jedna, pa

1
je traZena verovatnoca 50 = 0,01667.

Zadatak 1.15. Iz kutije sa 6 Zetona numerisana brojevima 1,2,3,4,5,6 izvlace se tri
Zetona, jedan po jedan, tako da se posle izvladenja Zetoni vracaju u kutiju (izvlacenje
sa vraéanjem). Na koliko nacina je to moguce uraditi, odnosno koliko ima razlicitih
redosleda tri broja od brojeva 1,2,3,4,5,6 pri demu se brojevi mogu ponavljati?

Resenje. Kako je pri svakom izvlacenju sastav kutije isti i u njoj ima 6 kuglica, zaklju-

¢ujemo da pri svakom od tri izvlacenja postoji 6 moguénosti za izbor, pa je prema pravilu
proizvoda, broj izvlacenja 6 - 6 - 6 = 63.

Zadatak 1.16. U nekoj poslasticarnici se mogu kupiti éetiri vrste kolaca: Sampite, krem-
pite, puslice i orasnice. Na koliko je nacina moguée kupiti sedam kolaca?

Resenje. Broj svih moguéih nacina kupovine sedam kolaca je jednak broju kombinacija
sa ponavljanjem sedme klase (k = 7) od Cetiri elemenata (n = 7):

44+7-1 10y 100 10-9-8 10-9-8
“ ( 7 > (7) 7131 31 3.2 0

1.3 Zadaci za vezbu

1. Medju studentima koji su polagali ispit, jedan je nacinio 13 greSaka, a ostali manje.
Dokazati da postoje bar tri studenta sa istim brojem gresaka.

2. Na koliko nac¢ina se mogu izabrati dva polja (crno i belo) na sahovskoj tabli?

3. Iz grupe of 7 muskaraca i 4 Zene treba izabrati 6 osoba tako da medju izabranim
osobama bude najmanje 2 Zene. Na koliko na¢ina se ovo moze uraditi?

4. Imamo 12 devojaka i 15 mladi¢a na studentskom balu. Na koliko nacina se moze
formirati 4 plesacka para?

5. Na koliko nadina mozemo izabrati 12 osoba od 17, ako dve od ovih 17 osoba ne
mozemo birati zajedno?

10



Glava 2

Verovatnocéa

2.1 Teorijske osnove

e Eksperiment. Skup elementarnih dogadjaja. Sluéajni dogadjaji

1° Eksperiment
Deterministicki:

- zasnovan na klasi¢nim zakonima mehanike, tj. na definisanju uzrocne veze
pocetnih i kona¢nih stanja nekog fizickog sistema;

- pri svakom ponavljanju eksperimenta pri istim uslovima dobija se uvek
isti rezultat;

- ishod pojedinacnog eksperimenta je unapred poznat.

Statisticki:
- moze se ponavljati proizvoljan broj puta pod istim uslovima;
- unaprede je definisano §ta se registruje prilikom izvodjenja eksperimenta

i poznati su svi moguéi ishodi;
- ishod pojedinacnog eksperimenta nije unapred poznat.

2°  Skup elementarnih dogadjaja

Elementaran dogadjaj w: svaki mogué ishod statististi¢kog eksperimenta.

Q: skup svih elementarnih dogadjaja.

3°  Slucajni dogadjaji

Dogadjaj: svaki podskup skupa €.

- Obelezavaju velikim slovom latinice: A, B, C,...

Dogadjaj A se realizovao: pri izvodjenju eksperimenta registrovan jedan
od elementarnih dogadjaja koji mu pripadaju.

- Q: siguran dogadjaj;

- @ nemogué¢ dogadjaj.

11



4° Operacije sa dogadjajima u skupu )

A C B: realizacija dogadjaja A povlaci realizaciju dogadjaja B;
AU B: realizovao se dogadjaj A ili dogadjaj B;

AN B = AB: realizovali su se dogadjaji A i B istovremeno;
A\ B: realizovao se dogadjajA ali ne i B;

A¢: suprotan dogadjaj dogadjaju A,tj. nije se realizovao A.

Uzajamno iskljucivi dogadjaji Ai B: AB = @.
AUB=A+ B: ako je AB=g.

Napomena. Ako je |Q2] = n konalan skup, tada je broj svih sluc¢ajnih do-
gadjaja jednak |P(Q2)| = 2™. Broj dogadjaja koji sadrze k elementarnih do-
gadjaja, n > k > 1, jednak je broju kombinacija k-te vrste od n elemenata,

Clc

.
e Definicija, osobine i metode zadavanja verovatnoce

5°  Definicija verovatnoce

Aksiomatsko zasnivanje: verovatnoéa P je funkcija na odredjenom podskupu F par-
titivnog skupa P () za koju vazi:

A.1. normiranost: P(Q) = 1;
A.2. nenegativnost: 0 < P(A) < 1, zasvaki A € F (ili, ekvivalentno, za

svski A C Q);
A.3. o-aditivnost: za medjusobno disjunktne dogadjaje Aq,...,A4;,... € F
vazi:
PA+...+ A4 +..)=PA)+...+ P(A)+...=> 2, P(4).

Verovatnoéa dogadjaja A: broj P(A).

6° _Osobine verovatnoce

Znacajne za odredjivanje verovatnoca slozenijih dogadjaja

P(A°)=1- P(A);

P(@) = 0;

AC B = P(A) < P(B);

P(A\B) = P(4) - P(B)

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AB);

AB = @, tj. Ai B iskljudivi, tada je P(A+ B) = P(A) + P(B).

A

7° Metode rac¢unanja verovatnoce

7°1. Zadavanje verovatnoée na diskretnom skupu

Q ={wi,wa,...,wp} il Q ={wy,wa,..};
P(w;) =pi, 1€{1,2,..,n}ilii eN;

Yopi=1ili Y pi=1;
1=1 €N
ACQ.

12



Verovatnoéa dogadjaja A jednaka je zbiru verovatnoca elementarnih dogadjaja koji pripa-
daju A
P(A) = > po,-

wikeA

Jednako verovatni elementarni dogadjaji

Q= {w,wa,..,wn}, n=19;

P(w) = p(w2) = ... = P(wy,) = 1;
A= {wi,, Wiy, ... wi,, }, m = |Al;
P(A) ==,

7°2. Geometrijsko zadavanje verovatnoce

Elementarni dogadjaji iz Q: tacke u R, R?, ili R3.

Q je ogranifen skup sa kona¢nom geometrijskom merom mes(2):
u R je to duzina,
u R? povriina,
u R? zapremina.

Verovatnoca A C Q) sa kona¢nom geometrijskom merom mes(A):

mes(A
P(A) = mesEQ; :

8° _Uslovnaa verovatnoca

Uslovna verovatnoéa dogadjaja A, pod uslovom da se desio dogadjaj B, P(B) # 0:

P(A|B) = 525,

Teorema proizvoda verovatnoca:
P(AB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).
Uopstenje:
P(ABC) = P(A)P(B|A)P(C|AB);
P(A1Ay ... A,) = P(A1)P(A3]Ay)...P(An|A1As ... Apq).

9° Nezavisnost dogadjaja

A1 B su nezavisni dogadjaji: P(AB) = P(A)P(B).
Nezavisnost A i B povla¢i nezavisnost slede¢ih dogadjaja:
Ai B¢ A°i B; A°i B-.

Dogadjaji A, B i C su:

- nezavisni po parovima

P(AB) = P(A)P(B), P(AC) = P(A)P(C) i P(BC) = P(B)P(C);
- nezavisni u ukupnosti: P(ABC) = P(A)P(B)P(C);
- nezavisni: nezavisni u ukupnosti i po parovima.

e Formula totalne verovatnoée. Bajesova formula

10° Potpun sistem dogadjaja

Dogadjaji Hy, Ha, ..., H, Cine potpun sistem dogadjaja {H;, Hs, ..., H,}, ako zadovo-
ljavaju sledecée uslove:

13



uzajamno su disjunktni: H;H; = &, 4,5 € {1,...,n}, i # j;
¢ine disjunktno razbijanje ili particiju skupa 2: Hy + Hy + ...+ H, = (.

11° Formula totalne verovatnodée

P(4) = ; P(H,)P(A|H;)

gde je:
{Hy, Ho, ..., H,}: potpun sistem dogadjaja,
P(H;) >0, i € {1,...,n}: apriorne verovatnoce (obi¢no date unapred) ,
ACQ.

12° Bajesova formula (formula verovatnoée hipoteza

P(H;)P(A|H;)

P(H;|A) = A ,

je{l,...,n}

Hipoteze: dogadjaji Hy, Ha,...,H,.

Primer 2.1.1. Iz pocetka koordinatnog sistema izbacuje se po¢etnom brzinom v tane pod
uglom « prema z-osi. Zanima nas dogadaj D, da putanja taneta preseCe osu z izmedu
tacaka A(a,0) i B(b,0).

A

a0 T B0

Slika 2.1

(I) kad bi putanja taneta zavisila samo od gravitacione sile i njenog uticaja (deluje u
suprotnom smeru od ose y) onda bi ona bila odredena jednacinom

9

2
Wrcosta tatga,

y:
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a D nastupa onda kada « i v budu odabrani tako da vazi:

02
a < —sin2a < b.
g

Dakle, ishod eksperimenta je potpuno odreden izborom ugla « i poéetne brzine v
(Slika 2.1).

(IT) Medutim, eksperiment se uglavnom odvija u realnoj sredini, kao §to je na primer ze-
mljina atmosfera, a tu pored a i v na ishod eksperimenta deluje i mnostvo razli¢itih
¢inilaca. Kako ne moZzemo uzeti u obzir sve te ¢inioce, kazemo da je ISHOD ekspe-
rimenta SLUCAJAN, a sam eksperiment nazivamo SLUCAJAN EKSPERIMENT,

u kome dakle

- ne mozemo tac¢no predvideti kada ¢e nastupiti dogadaj D;

- D moze u konkretnom eksperimentu nastupiti, a moze i ne nastupiti.

2.2 ResSeni zadaci

Zadatak 2.1. Eksperiment se sastoji u bacanju novcicéa.
(a) Odrediti skup elementarnih dogadaja §2;

(b) Navesti sve dogadaje vezane za ovaj eksperiment.
Resenje. (a) Elementarni dogadaji su: w1 = P ws = G, tj.
Q={PG}
(b) D-nemogué¢ dogadaj (na primer: pri bacanju nov¢iéa pala je krugka)
A = {P} - palo je pismo

B = {G} - pala je glava
Q = {P,G} - palo je pismo ili glava.

Zadatak 2.2. Nouvcié se baca 3 puta za redom. Odrediti skup elementarnih ishoda.

Resenje. (O = {PPP, PPG, PGP, PGG,GPP,GPG,GGP,GGGY,
(1] = 8).

Zadatak 2.3. Nouvcié se baca 4 puta i registruje se koliko puta je ukupno palo pismo.
(a) Opisati §2;
(b) A - nijednom nije palo pismo;
(c) B - bar jednom je palo pismo;
(d) U kakvoj su vezi dogadaji A i B?

15



Resenje. (a) 2 =1{0,1,2,3,4}

(b) A= {0}
(c) B ={1,2,3,4}
(d) A = Be.

Zadatak 2.4. FEksperiment se sastoji uw bacanju novcéiéa dok se dva puta uzastopce me
pojavi isti znak, a najvise pet puta. Odrediti:

(a) skup elementarnih dogadaja;
(b) dogadaj A: "eksperiment je zavrien u trecem bacanju;

(¢) dogadaj B: "eksperiment je zavrien u prva tri bacanja’.

Resenje. (a) Q = {PP,GG, PGG,GPP, PGPP,GPGG, PGPGG,GPGPP,
PGPGP,GPGPGY;
(b) A ={PGG,GPP};
(¢) B = {PP,GG, PGG,GPP}.

Zadatak 2.5. Noucié se baca dotle dok se dva puta uzastopce ne pojavi ista strana. Odre-
diti prostor elementarnih dogadaja.

Resenje. O = {PP,GG, PGG,GPP, PGPP,GPGG,..}.

Zadatak 2.6. Bacaju se dva novcica. Odrediti skup 2. Napisati sledeée dogadaje vezane
za ovaj eksperiment.

(a) A - pao je grb na prvom novciéu;
(b) B - palo je pismo na drugom novciéu;
(c) C - pao je grb bar na jednom novéicu;
(d) D - siguran dogadaj.
Resenje. Q = {PP, PG,GP,GG}
(a) A={GP,GG}
(b) B = {PP,GP}
(¢) C ={PG,GP,GG}
(d) Q={PP,PG,GP,GG}.

Zadatak 2.7. Baca se kocka cije su strane oznacene brojevima od 1 do 6. Odrediti:
(a) skup elementarnih dogadaja;
(b) dogadaj A - pao je parni broj;
(¢) dogadaj B - pao je neparni broj;
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(d) dogadaj C - pao je broj deljiv sa 3;
(e) broj svih dogadaja od 3 elementarna dogadaja;
(f) broj svih dogadaja od 5 elementarna dogadaja.

Resenje. (a) Elementarni dogadaji su brojevi na koje kocka moze pasti:

w1 =1lwy =2, w3=3,ws =4, w5 =5, wg = 6.
Skup svih elementarnih dogadaja je:
Q= {wl,wg,wg,w4,w5, wﬁ} = {1, 2, 3, 4, 57 6}

(b) A=1{2,4,6}
(c) B={1,3,5}
(d) C= {376}

6 6-5-4
3: f— :2
() G2 (3) S

6y 6-5-4-3-2
5— = — =
(f)c6_(5>_ 5.4.3.2 ©

Napomena. Ako je |Q2] = n konalan skup, tada je broj svih slu¢ajnih dogadaja
jednak |P(Q)| = 2™. Broj dogadaja koji sadrze k elementarnih dogadaja,
n >k > 1, jednak je broju kombinacija k-te vrste od n elemenata, CX.

Zadatak 2.8. Bacaju se istovremeno dve kocke cije su strane numerisane brojevima
1,2,3,4,5,6. Opisati skup elementarnih dogadaja Q). Izraziti sledeée dogadaje:

(a) A - pojavila su se dva ista broja;
(b) B - pale su dve Sestice;

(c) C - zbir brojeva na kockama je 7;
(d) D - oba broja su parna;

(e) oba broja su veéa od 4;

(f) razlika brojeva iznosi 2.

Resenje. Skup elementarnih dogadaja je dekartov proizvod skupa {1,2,...,6} samim so-
bom:

(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4), (3,5), (3,6),
(4’ 1)’ (47 2)’ (4’ 3)7 (4’ 4)’ (47 5)’ (4’ 6)7
(5,1),(5,2),(5,3), (5,4), (5,5), (5,6),
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)},

ili imajuéi u vidu Poglavlje 1.,
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X 1 2 3 4 5 6
1] (11 1 (1,2) | (1,3) | (14) | (1,5) | (1,6)
2 1(2,1) ] (2,2) | (2,3) | (2,4) | (2,5) | (2,6)
3131 12 |33 | B4 | (35 | (3,6)
4 1(4,1) | (42) | (4,3) | (44) | (4,5) | (4,6)
51,1 (52 | (53) | (54) | (5,5) | (5,6)
6 ](6,1) (62 | (63) | (64) | (65 | (6,6)

(a) A= {(17 1)7 (2a 2)7 (37 3)a (47 4) (57 5)7 (Ga 6)}a

(b) B ={(6,6)};

(c) €' ={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)};

(d) D ={(2,2),(4,4),(6,6),(2,4),(2,6), (4,6), (6,2), (6,4), (6,6) };

(e) E={(5,5),(5,6),(6,5),(6,6)};

(f) F=A{(3,1),(4,2),(5,3),(6,4),(1,3),(2,4),(3,5), (4,6)}.

Zadatak 2.9. Kutija sadrzi 10 artikala od kojih su 3 defektna. Artikli se uzimaju jedan
za drugim bez vraéanja u kutiju, dok se poslednji defektni proizvod ne izvuce. Registruje se
uwkupan broj izvucenih artikala.

(a) Opisati skup $;

(b) Odrediti dogadaj A - broj izvucenih artikala je paran.
Resenje. (a) Q= {3,4,5,6,7,8,9,10}

(b) A=1{4,6,8,10}

Zadatak 2.10. Artikli se proizvode dok se 10 ispravnih ne proizvede. Registruje se ukupan
broj proizvedenih artikala.

(a) Opisati skup §;

(b) Odrediti dogadaj A - broj proizvedenih artikala je mangi od 50.
Resenje. (a) Q@ ={10,11,12,...}

(b) A = {10,11,12, ...,50}

Zadatak 2.11. U kutiji se nalazi pet sijalica od kojih su dve defektne. Sijalice se na
slucajan nacin izvlace jedna po jedna bez vracanja i kontrolisu dok se obe defektne ne
otkriju.

(a) Razmotriti slucajeve koji se mogu desiti pri kontroli;

(b) U koliko se slucajeva kontrola prekida posle provere trece sijalice?

18



Resenje. (a) Oznacimo sa D pojavu defektne sijalice, a sa I ispravne. Tada

su:
wy =DD ws =1DD ws =I1IDD wyg=1IIDD

wo=DID wg=IDID wyg=1I1IDID
w3 =DIID w;=IDIID
wyg = DIIID
Dakle, skup svih elementarnih ishoda je

Q= {wl,w2, ...,wlo}.

(b) A= {WQ,w5,w10}

Zadatak 2.12. Opisati Q ako se eksperiment sastoji od registrovanja duZine trajanja
sijalice.
Resenje. Teorijski, 2 je skup svih nenegativnih realnih brojeva, tj.
Q={teR:t>0}.
Ipak, duzina Zivota sijalice ne prelazi dovoljno veliki i konac¢an realni broj T, tako da je,

u stvari:
Q={teR:0<t<T}

Zadatak 2.13. Naprava se sastoji od 2 identicna uredaja Uy i Uy i preklopnika P. Uredaji
Uy, Us i preklopnik P mogu biti u ispravnom stanju I ili u kvaru K. Citava naprava je u
ispravnom stanju ako je jedan od uredaja Uy i Us u stanju I i ako je preklopnik u stanju
1.

(a) Opisati (2.

(b) Odrediti dogadagje
A - uredaj je ispravan, i dogadaj
B - uredaj je neispravan.

Resenje. (a) Skup Q svih mogucih ishoda prilikom posmatranja date naprave (Slika 2.2)

Slika 2.2

ima & elemenata.
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P U U
o | T 1 1
wo | I T K
wy | I K T
wi | I K K
ws | K T 1
we | K I K
wr | K K T
ws | K K K

Dakle,
Q = {wl,wg,w;),, ...7(,«.}8}.

(b) Trazeni dogadaji su:

A= {W1,W2,W3},

B=A"= {(JJ4,W5,UJ6,W7,UJ8}.

Zadatak 2.14. Cetiri studenta polazu ispit. Ako sa A, B,C,D oznacdimo redom njihov
uspeh (prolaznost) na ispitu, izraziti sledede dogadaje:

(a) nijedan nije poloZio;

(b) poloZio je samo prvi student;

(¢) poloZio je samo jedan student;

(d) poloZio je bar jedan student;

(e) poloZila su dva studenta;

(f) polozila su najmange tri studenta.
Resenje. (a) A°NB°NC°N D= A°BeC°D°".

(b) AB¢CeD".
(¢) AB°C°D°® + A°BC°D°® + A°B°CD*® + A°B°C*D.
(d) AUBUCUD=A+B+C+D.
(e) ABC®D® + AB°CD°+ AB°C°D + A°BCD° + A°BC°D + A°B°CD.
(f) ABCD® + ABC®D + AB*CD + A°BCD + ABCD.

Zadatak 2.15. Neka je Q = {w1,ws, w3, ws} skup elementarnih dogadaja. Proveriti da li
je funkcija P : Q@ — R funkcija verovatnoée ako je:

(@) Per) =5, Pln) =z, Plw) =g Pl =1
(0) Pr) =5, Plwn) =2, Plus)=r5, Plow) =



() P)= 2, Pln)=7, Pls)=2, Plu)=—7.

Resenje. Na osnovu definicije verovatnoce i njenih osobina treba proveriti da li su svi
brojevi P(w;) >0,1<i<4 idalije P(w1)+ P(ws) + P(w3) + P(w4) = 1.

(a) Kako je

= oy,
to P nije funkcija verovatnoce.
(b) Kako je
P(w1) + P(w2) + P(ws) + P(ws) = 1+2+i+1:1
9 3 18 6

to je P funkcija verovatnoce.

1
(c) Kako je P(wy) = 5 to P nije funkcija verovatnoce.

Zadatak 2.16. Cetiri konja koje jasu osobe A, B,C,D udestvuju u trci za veliki pehar.
Prema postignutim rezultatima iz prethodnih trka Sanse za pobedu su 3 :5:4: 1.

(a) Odrediti verovatnoéu pobede svakog jahaca.

(b) Kolika je verovatnoéa da pobedi B ili D?
Resenje. (a) Na osnovu uslova zadatka vazi:
P(A): P(B): P(C): P(D)=3:5:4:1.
Ako je verovatnoc¢a da jaha¢ D pobedi p, tj. P(D) = p, tada je:

P(A)=3p, P(B)=5p, P(C)=d4p.

Sledi
P(A)+ P(B) + P(C)+ P(D) =1,
3p+op+dp+p=1
13p =1
_ L
P=13
Dakle,
3 5 4 1
P(A)=—, PB)=-—, PO)=-—, PD)=—.
(A)=15 PB)=z PO)=1 PD)=1
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(b) Oznac¢imo sa E = {B, D} dogadaj da pobeduje B ili D. Tada je

P(E) = P(B)+ P(D)
5 1
- BT
6

ﬁ'

Zadatak 2.17. Na Sahovskom turniru ucestvuju Aleksandar, Ivana, Vlada, Marija i Go-
ran. Aleksandar, Ivana i Marija pobeduju sa istom verovatnoéom. Verovatnoée da pobede
Vlada i Goran su jednake, ali trostruko veée u odnosu na prethodna tri ucesnika.

(a) Kolika je verovatnoéa pobede svakog igraca?

(b) Kolika je verovatnoca da pobednik turnira bude Zena?

Resenje. (a) Oznagdimo sa a,i,v,m, g (elementarne) dogadaje da redom
Aleksandar, Ivana, Vlada, Marija, Goran budu pobednici turnira. Dakle, Q = {a, i, v, m, g}.
Na osnovu uslova zadatka je

§to dalje povladci

Verovatnocée pobeda su
P(a) = P(i) = P(m) = 5
1
P(U):P(g)zg-

(b) Oznacimo sa A = {i,m} dogadaj da turnir osvaja zena. Tada je

P(A) = P(i) + P(m) = %

1 1
Zadatak 2.18. Neka je P(A) = -, P(B) = 3 i P(AB) = 1 Odrediti:

| w

(a) P(AU B);

(b) P(A%), P(B°);
(¢) P(A°B®);

(d) P(A® + B°).
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Resenje. (a) Na osnovu osobine verovatnoce sledi

P(AUB) = P(A)+P(B)— P(AB)
3.1 1 5
T8 2 438

(b) Primenom osobine (2), dobijamo

P(AC):l—P(A):l—gzg,
P(B°) = %

(¢) Primenom De Morganovog zakona, a potom i osobine (2), dobija
se:

P(A°B°) = P((AUB)°) = 1-P(AUB)
_ 1.0
8
3
= =
(d)
P(A°+ B°) = P(A%)+ P(B°) — P(A°B°)
1 3
B 2 8

5
8
3
-

Zadatak 2.19. Strelac gada v metu koja se sastoji od 3 zone. Verovatnoéa pogadanja u
prou zonu je 0,15, u drugu zonu je 0,25, a u treéu 0,45. Kolika je verovatnoéa da se pri
gadanju meta promasi?

Resenje. Oznac¢imo dogadaje na sledeéi nacin:
A; - pogodak u i-tu zonu, (i =1,2,3)
A - meta je pogodena
B - promaSaj mete
Vazi
A=A UAU Asg,
pri ¢emu je A1 N Ay = @7 A1 NAs = @7 AsNAs = @., Sto daje:
P(A) = P(A1UAU A3)
= 0,15+0,25+0,45
= 0,85

Verovatnoca trazenog dogadaja B je:

P(B) = P(A°) =1— P(A)=1-10,85 =0, 15.
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Zadatak 2.20. Dati su dogadaji A i B za koje se zna da je P(A) =

P(B) = p. Odrediti p ako se zna:
(a) da se dogadaji A i B uzajamno iskljucuju;
(b) da je dogadaj A podskup dogadaja B.
Resenje. (a) Na osnovu osobine (5), vazi:

P(A+ B) = P(A) + P(B)

P(B) = .

(b) Uslov zadatka A C B povla¢i AB = A. Primenom osobine (4),
dobija se:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AB)
P(AUB) = P(4) + P(B) — P(A)
P(AUB) = P(B)

P(B) = %

1
4

, PLAUB) =

w| =

1

Zadatak 2.21. Neka je dat skup elementarnih dogadaja 2, i neka su A i B dogadaji

1 1
vezani za njega takvi da vazi P(A) = P(B) = 3 i P(A°NB°) = 3 Odrediti P(AU B°).

Slika 2.3

Resenje. Kako su A i A°N B¢ disjunktni dogadaji i

AUB® = AU (A°N B°),
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to vazi

P(AUB°) P

AU (A°N B9))
A) + P(A° N BY)

—~~

ool = N
+
Wl =

Zadatak 2.22. Ako je P(A) = 0,25 i P(B) = 0,8, dokazati da je 0,05 < P(ANB) < 0, 25.
Resenje. Na osnovu osobine (6), 2.2.2; vazi:

ANBC A= P(ANB) < P(A),

ANBC B= P(ANB) < P(B),

§to povladi da je

P(AN B) < min {P(A), P(B)} = min {0,25;0,8} = 0, 25.

Dakle,
P(ANB) <0,25.

Ista osobina daje
AUBCQ= P(AUB) < P(Q)=1,

P(AU B)

P(A) + P(B) — P(AN B)
0,8+0,25—P(ANB) <1,

a to, dalje, povlaci
0,84 0,25 —-1< P(ANB),

0,05 < P(ANB).

Kona¢no imamo
0,05 < P(ANB) <0,25.

Zadatak 2.23. Osoba se javlja na raspisane konkurse za dva radna mesta. Verovatnoca
da dobije prvi posao je 0,45, drugi 0,55, a da dobije oba 0,30. Koja je verovatnoca da
dobije (bar jedno) radno mesto?

Resenje. Oznacimo dogadaje
A - dobija prvo radno mesto,
B - dobija drugo radno mesto.
Na osnovu uslova zadatka

P(A)=0,45 P(B)=0,55 P(AB)=0,3
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Na osnovu osobine (4), traZena verovatnoca je:

P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AB)
= 0,45+0,55—0,3
= 0,7

1
Zadatak 2.24. Na aparatu za igru se pojavljuje broj n € N sa verovatnoéom —, tj.

1
P(n) = on Kolika je verovatnoéa da se pojavi neparan broj?
Resenje. Skup elementarnih dogadaja je
0={1,2,3,..,n,..},

a dogadaj A da se pojavi neparan broj je

A={1,3,..,2k—1,2k+1,..}, keN.

1
Na osnovu uslova zadatka P(n) = o sledi
1 1 1

R
T o9 1,

1—(=

(3)

_ 2
= 3

Zadatak 2.25. Baca se kocka i registruje broj na gornjoj strani.

sledeéih dogadaja:
(a) A - pao je broj 2;
(b) B - pao je broj koji nije veéi od 4;
(c) C - pao je neparan broj;
(d) D - pao je broj 3 ili 4;
(e) E - pao je broj razlicit od 5;
(f) F - pao je broj koji nije manji od 4.

Resenje. Skup svih moguéih ishoda je

Q= {1,2,3,4,5,6},

21’L

Odrediti verovatnodu

pa je n = |Q)] = 6. TraZene verovatnoce nalaze se primenom formule za jednako verovatne

dogadaje:
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(a)A:{2}’ m:|A|:1’ P(A):

S| =

(b) B = {1,2,3,4}, m:|B\:4,P(B):%:§
3 1
©C={135), m=|cl=3.P(C) =2~}
2 1
5

(G)E:{172733456}ﬂ m:‘E|:5a P(E

(f) F={4,5,6}, m=|F|=3, P(F)=

Zadatak 2.26. Naéi verovatnoéu da pri bacanju dve kocke padne zbir manji od 12.

Resenje. Oznacimo sledec¢e dogadaje sa:
A - pao je zbir manji od 12,
B - pao je zbir 12.

Kako je
B ={(6,6)},
n =|Q| =36, m = |B| = 1, to je, primenom formule za jednako verovatne dogadaje:
1
P(B) = T
Kako je A = B¢ to je
P(A)=P(B°) = 1-P(B)
_ 1
T 36
3
=

Zadatak 2.27. U grupi od 20 studenata i 10 studentkinja polovina studenata i polovina
studentkinja pusi. Naéi verovatnoéu da je slucajno izabrana osoba ili studentkinja, ili
pusac.

Resenje. Oznacimo sledec¢e dogadaje sa:
A - izabrana osoba je studentkinja;
B - izabrana osoba je pusac;
AN B - izabrana osoba je studentkinja i pusac;
AU B -izabrana osoba je ili studentkinja ili pusac;
Na osnovu uslova zadatka:
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Trazena verovatnoca je

P(AUB) = P(A)+ P(B) - P(AB)

1 1
2 6

1
3
2
3

Zadatak 2.28. Nowcic¢ se baca 3 puta za redom i beleZi se javljanje pisma P ili glave G.
Odrediti:

(a) ukupan broj dogadaja vezan za ovaj eksperiment;

(b) skup elementarnih dogadaja §2;

(¢) verovatnoéu dogadaja A - glava se pojavila jednom;

(d) verovatnoéu dogadaja pismo se pojavilo u trecem bacanju;
(e) verovatnocu dogadaja pojavila se barem jedna glava;

(f) verovatnoéu dogadaja glava se pojavila dva puta za redom.

Resenje. (a) Elementarni dogadaj je svaka uredena trojka napisana od elemenata skupa
{P,G}. Njih ima
Q] =V, =28 =8.

(b) Elementarni dogadaji vezani za ovaj eksperiment su

w1 = GGG, Wo = GGP, w3 = GPG, wyqg = GPP
W5:PGG, wGZPGP, w7:PPG, wS:PPP.
Dakle, prostor elementarnih dogadaja je:

Q= {wy, w2, ...,ws}

() 2] =8
Nekoliko dogadaja izdvojenih za ovaj eksperiment dati su od (¢) — (f).
3
(¢) A= {wy,ws,wr}, P(A) = 3
4 1
(d) B = {WQ,W4,(A)6,(.L)8}, P(B) g = 5
7
(6) C = {wl,wz, ...,UJ7}, P(C) = g

(f) D = {w,wa,ws}, P(D) = g

Zadatak 2.29. U lift stambene zgrade sa pet spratova ulaze cetvoro ljudi. Svako od njih
izlazi sa jednakom verovatnoéom na svakom od spratova. Odrediti Q0 i ||, a zatim naéi
verovatnoce sledeéih dogadaja:
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(a) A - svi izlaze na trecem spratu;
(b) B - svi izlaze istovremeno na istom spratu.

Resenje. Dodelimo svakoj osobi broj sprata na kom je iza§la. Elementarni dogadaj
w = (a,b, c,d) je uredena Cetvorka ¢iji su elementi brojevi spratova, tj.

Q={(a,b,c,d) : a,b,c,d € {1,2,3,4,5}}.
Broj elemenata ovog skupa je:
0| = Vs = 5% = 625.
1
A={(3,3,3,3)}, P(A) = —;
() 4= {(3.3.3.3)}, P(4) = oo
b)) B={(1,1,1,1),(2,2,2,2),(3,3,3,3),(4,4,4,4),(5,5,5,5)},
1

P(B) = > — L
625 125

Zadatak 2.30. Sredine stranica kvadrata stranice a spajanjem daju ponovo kvadrat. Tacka
M se bira na sluc¢ajan nacin unutar kvadrata stranice a. Odrediti verovatnoéu da izabrana
tacka M pripada manjem kvadratu.

Resenje. Skup svih mogucéih ishoda Q je skup svih tacaka u kvadratu stranice a, pa je
mes(Q) = a®. Neka je dogadaj A da je tacka izabrana unutar manjeg kvadrata (Slika
2.4).

LS =

Slika 2.4
Stranica manjeg kvadrata je b = %\/5
Njegova povrsina je
mes(A) = b? = (2\/5)2 _a 2= o
02 )
Tada je
a2
P(A) =2 =1=05
a2 27



Zadatak 2.31. U kvadrat je upisan krug. Odrediti verovatnoéu da sluc¢ajno izabrana tacka
u kvadratu pripada i krugu.

Slika 2.5

2
Resenje. Kako su mes(Q) =a?> i mes(4) = (g) m, to je

Zadatak 2.32. Tacka M (z,y) je na slucajan nacin izabrana u kvadratu ¢ije tacke M (x,y)
zadovoljavaju uslove 0 < z < 2, 0 < y < 2. Odrediti verovatnoéu da ée slucajno izabrana
tacka M (x,y) pripadati i podskupu odredenim uslovima:

(a) (=1 +(y-1)?=1
b)l<z+y<s3;
(c)y=ux.
Resenje. () je kvadrat stranice 2 pa je mes(Q2) =4

(a) Oznacimo sa A dogadaj da je izabrana tacka M u upisanom krugu kvadrata (Slika

2.6). Kako je mes(A) =7 to je P(A) = §
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¥

Slika 2.6

(b) Oznacimo sa B dogadaj da je izabrana tacka M u delu kvadrata koji se nalazi izmadu
paralelnih pravih y =1 —z iy = 3 — z (slika 2.7). Dogadaj B¢ je da tacka padne
u jedan od dva jednakokraka pravougla trougla katete 1 pa je mes(B¢) = 1, pa je
P(B¢) = 1. Trazena verovatnoca je

ey_q_1_3
P(B)=1-P(A)=1- =1
")
xip<3
(]
y=1-x\
I \ \
7 .
Slika 2.7

(¢) Oznacimo sa C dogadaj da izabrana tacka M pripada pravoj y = = (Slika 2.8).
Kako je mes(C) =0, to jei P(C) =0.
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S5=X

Slika 2.8

Zadatak 2.33. U kutiji se nalaze 4 bele i 8 crnih kuglica. Izvlacimo dve kuglice jednu za
drugom bez vraéanja. Izracunati verovatnoéu sledeéih dogadaja:

(a) A - prva izvucena kuglica bude bela;

(b) B - obe kuglice su bele.

Resenje. (a) Primenom formule za jednako verovatne elementarne dogadaje dobija se:

4 1
P(A)=—=-.
(4) 12 3
(b) Posmatrajmo dogadaje:
A - prva izvucena kuglica je bela,
B - druga izvucena kuglica je bela,

C - obe izvucene kuglice su bele
Tada je

P(C) = P(AB)

= P(A)P(Bl4)
103

- =
1

- -

Napomena. U slucaju da se izvucena kuglica vrac¢a nazad u kutiju verovatnoca
dogadaja B ne zavisi od realizacije dogadaja A, pa je:



Zadatak 2.34. Bacaju se dve kocke i registruju brojevi na gornjim stranama, Ako je zbir
brojeva na gornjim stranama kocaka 10, odrediti verovatnoéu da na jednoj od njih bude
broj 6.
Resenje. Neka su:

A - pojavljuje se zbir 10;

B - pojavljuje se broj 6 na jednoj od njih.

B|A - pojavljuje se broj 6 na jednoj od njih pod uslovom da se pojavio zbir 10.
Skup svih moguéih ishoda €2 ima n = |} = 36 elemenata (Zadatak 2.8). Kako su

A= {(47 6)7 (57 5)7 (6» 4)},

AB = {(4,6), (6,4)}.

to su 3
P(A) = —
(4) = =,
P(AB) = 3
- 36’
pa je: )
B P(AB) 36 2
PBIA) =g =% =5
36

Zadatak 2.35. Nowvcié se baca tri puta i registruju se pojavljivanje pisma P ili grba G na
gornjoj strani pri bacanju.

(a) Ako se prva dva puta padne pismo, koja je verovatnoéa da ce i treéi put pasti pismo?

(b) Ako u prvom bacanju padne pismo, kolika je verovatnoéa da u druga dva bacanja bude
najmanje jedan grb?
Resenje. U resavanju ovog zadatka koristimo reSenje Zadatka 2.28 ((a), (b)) Posmatrajmo
dogadaje:
(a) A - prva dva puta pada pismo;
B - treé¢i put pada pismo;
AB - sva tri puta pada pismo;
B| A - treéi put je palo pismo pod uslovom da je prva dava puta palo pismo.

Kako su

A= {PPP,PPG},

AB = {PPP},
to su, primenom definicije
P(A) =2, P(AB) =
pa je:
P(AB) é 1
PO =" =273
8

Sli¢no kao pod (a). Posmatrajmo dogadaje:
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(b) C - prvi put pada pismo;
D - u druga dva bacanja pada najmanje 1 grb;
CD - prvi put pada pismo, a u ostala dva bacanja najmanje 1 grb.
Tada 4
C ={PPP,PPG,PGP,PGG}, paje P(C) = 3’

D ={PPG, PGP, PGG,GPG,GGP, GGG},
3

CD = {PPG, PGP, PGGY}, pa je P(CD) = 3’

TraZzena verovatnoca je

P(D|C) = -

00| wfool wo
|

Zadatak 2.36. Konsultantska firma udestvuje na 2 tendera koje su raspisale dve multi-
nacionalne korporacije. Rukovodioci firme su procenili da je verovatnoéa da firma dobije
angazman od prve kompanije 0,45. Takode procenjuju da verovatnoéa da dobiju posao od
druge kompanije pod uslovom da su je dobili od prve iznosi 0,9. Koje su Sanse firme da
dobije oba posla?

Resenje. Posmatrajmo sledec¢e dogadaje sa
A - firma dobija posao od prve kompanije,
B|A - firma dobija posao od druge kompanije pod uslovom da je dobila od prve,
AB - firma dobija oba posla.

Na osnovu uslova zadatka je P(A) = 0,45, P(B|A) = 0,9. TraZena verovatnoca je

P(AB) = P(A)P(B|A)
0,45-0,9
= 0,405.

Zadatak 2.37. kutija sadrzi 2 zeleme, 5 crventh i 3 crne kuglice. Izvlace se dve kuglice
redom jedna za drugom bez vraéanja u kutiju. Naéi verovatnoéu sledeéih dogadaja:

(a) izvucene su 2 zelene kuglice;

(b) izvucene su 2 crvene kuglice;

(¢) izvucene su 2 crne kuglice;

(d) prva kuglica je crvena, a druga crna;

(e) prva kuglica je zelena, a druga crvena.

Resenje. Oznac¢imo dogadaje:
A; - u i - tom izvlacenju izvucena je zelena kuglica,
B; - u i - tom izvlaenju izvucena je crvena kuglica,
C; - u i - tom izvlacenju izvucena je crna kuglica.
gde je © = 1,2. Poismatrajmo dogadaj
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(a) A - obe izvucene kuglice su zelene.
Kako je A = A, As, to vazi
2 1 1
P(A) = P(A)P(A3|A) = — - = = —;
(A4) = P(A)P(A] A1) = 55 = 155
(b) Slicno kao pod (a). Ako je B = B;Bs dogadaj da su izvucene kuglice crvene tada je
5 4 1 4 2
P(B) = P(B1Bs) = P(B))P(Ba|By) = — -~ = = - ~ = .
(B)=P(B1B2) = P(B)P(B2|B1) = 55 5=5°5= 9
(c) Sli¢no kao pod (a) i (b). Vaz P(C) = 1=, gde je C dogadaj da su obe izvutene kuglice
crne.
(d) Posmatrajmo dogadaj
D - prva izvuCena je crvena a druga crna.

Tada je:

5 3 1 3 1
P(D)—P(Blc'g)—P(Bl)P(Cg|Bl)f1—0~§7§.§,6_
(e) Sli¢no kao pod (d).
2 5 1
P(E)=P(A1By) = P(A])P(B3|A]) = — - — = =
(E) (A1B2) (A1) P(B2| A1) 0339

Zadatak 2.38. U kutiji je 12 sijalica od kojih su 4 neispravne. Na sluc¢ajan nacin izvlacimo
3 sijalice jednu za drugom bez vracanja. Nacéi verovatnoéu da su sve tri izvucene sijalice
ispravne.

Resenje. Posmatrajmo dogadaje:

A; - u i - tom izvlagenju izvucena je ispravna sijalica, (i = 1,2, 3)
A - sve tri sijalice su ispravne.
Tada je A = A1 AAs, pa je

P(A) = P(A1A243)
P(Al)P(AQ‘Al)P(A?JAlAQ)
8 T 6
12 11 10
Y
= =

Zadatak 2.39. Duva strelca gadaju jedan za drugim isti cilj. Verovatnocéa da prvi strelac
pogodi cilj je 0,7, a verovatnoéa da drugi strelac pogodi je 0,4. Izracunati verovatnocu:

(a) da oba strelca pogode cilj;

(b) da prvi pogodi, a drugi promasi;
(¢) da bar jedan pogodi cily;

(d) da tacno jedan pogodi cilj.
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Resenje. Posmatrajmo slede¢e dogadaje:
A - prvi strelac je pogodio cilj,
B - drugi strelac je pogodio cilj,
AB - oba strelca su pogodila cilj,
AB€ - prvi je pogodio, drugi promasio,
AU B - bar jedan je pogodio cilj.
Primetimo da su A i B nezavisni dogadaji, §to ¢emo koristiti u reSavanju zadatka

(a) Verovatnoca da oba strelca pogode cilj je

P(AB) = P(A)P(B)
= 0,7-0,4
= 0,28

(b) Koris¢enjem osobine nezavisnih dogadaja se dobija

P(AB®) = P(A)P(B°)
= 0,7-(1-0,4)
= 0,42.

(¢) Verovatnoca da bar jedan od njih pogodi cilj je

P(AUB) = P(A)+P(B)— P(AB)
= P(A)+ P(B) — P(A)P(B)

0,740,4—0,7-0,4

0,82.

(d) Kako su AB°¢ i A°B iskljucivi dogadaji, to vazi

P(AB° + A°B) = P(AB°)+ P(A°B)
= P(A)P(B°) + P(A°)P(B)
= 0,4240,3-0,4
= 0,54

Zadatak 2.40. Na ispitu 2 studenta biraju po jednu od 10 cedulja. Svaki student zna
odgovore na pitanja koja se nalaze na 5 istih cedulja. Naéi verovatnocée dogadaja:

(a) prvi student je izvukao cedulju sa pitanjima koje zna;
(b) oba studenta su izvukla cedulje sa pitanjima koja znaju;
(¢) drugi student je izvukao cedulju sa pitanjima koje zna.
Resenje. Neka su dogadaji
A; - i - ti student je izvukao cedulju sa pitanjima koje zna, i = 1, 2.

(a) Kako je |A;| =5, to je

A
N B R (i=1,2).

P(4;) = =— =
( ’L) |Q| 10 I
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(b) A1 A5 Kako je ovo dogadaj da su oba studenta izvukla pitanja koja
znaju, to je

P(A1As) = P(As|A1)P(A;) =

O
N |
Nej

(¢) Posmatrajmo dogadaj

B - drugi student je izvukao cedulju sa pitanjima koje zna. Kako je

B=A1A,UA§As, a A1 Az 1 AT A, iskljucivi dogadaji to vazi:

P(B) = P(A142)+ P(A7A)

2
= o 1T P(A:2|A7)P(A])

5.1

t9 3

N| = O N ©

Zadatak 2.41. Prema evidenciji o potrosnji rezervnih delova za jedan tip automobila
ustanovljeno je da se deo A zamenjuje u 36% , deo B u 42%, a oba ta dela u 30% slucajeva.

(a) Moze li se na osnovu ovih podataka izvesti zakljucak o zavisnosti zamene delova A i
B kod jednog automobila?

(b) Naéi verovatnoéu, da prilikom servisa motora deo B bude zamenjen, ako je deo A
zamenjen.

Resenje. Posmatrajmo dogadaje
A - zamenjen je deo A;
B - zamenjen je deo B;
AB - zamenjeni sui A1i B;
Na osnovu uslova zadatka P(A4) = 0,36, P(B) = 0,42, P(AB) = 0, 30.
(a) Kako je
P(A) - P(B) =0,36-0,42 = 0,1512 # 0,30 = P(AB),
to dogadaji nisu nezavisni i zamena jednog dela uslovljava zamenu drugog.

P(AB) 0,30
P(A) 0,36

(b) P(B|A) = —0,83.

Zadatak 2.42. Od 100 radnika 22 ima visoku kvalifikaciju, a 78 srednju. Slucajno se bira
1 radnik, a zatim od svih 100 radnika ponovo jos jedan. Kolika je verovatnoca dogadaja:

(a) A - oba izabrana radnika imaju visoku kvalifikaciju;
(b) B - bar 1 ima visoku kvalifikaciju;
(c) C - izabran je prvo radnik sa visokom kvalifikacijom, a onda sa srednjom;

(d) D - izabrani radnici su razlicitih kvalifikacija.
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Resenje. (a) Dogadaji
Aj - prvi izabrani radnik ima visoku kvalifikaciju i

Ay - drugi izabrani radnik ima visoku kvalifikaciju
su nezavisni, pa je

2222 = 0,0484.
100 100 ~ 048

(b) B Posmatrajmo dogadaje
By - prvi izabrani radnik ima srednju kvalifikaciju,

Bs - drugi izabrani radnik ima srednju kvalifikaciju.

koji su nezavisni. Kako je B = (B1B3)¢, to sledi

P(B) = P((B1B)") = 1-P(B1B»)
— 1- P(B1)P(By)
)
B 100 100
— 0,3916.

(¢) Kako je C' = A By, to sledi

P(C) = P(A1Bs)
= P(Al)P(BQ)
22 T8

100 100
= 0,1716.

(d) Kako je D = (AlBg) U (AgBl), a AlB2 i AgBl ISkl.]UéIVI dogadaji, to vazi

P(D) = P(AlBQ) +P(A231)
L, 2
- 100 100
= 0,3432.

Zadatak 2.43. Bacaju se tri novcica i registruje pojavljivanje pisma ili grba na gornjoj
strani. Neka su dogadaji:

A - pala su 3 grba ili 3 pisma;

B - pala su bar 2 pisma;

C - pala su najvise dva grba.

(a) Da li su dogadaji A, B i C nezavisni po parovima?

(b) Da li su dogadaji A, B i C nezavisni u ukupnosti?
Resenje. Na osnovu dela refenja u Zadatku 2.28

n=1|Q| =V =23 =8,
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Vazi: N
A={PPP,GGG}, pajem=|A]=2,a P(A) = 3=
B ={PPG,PGP,GPP,PPP}, pajem=|B|=4,a P(B) = % = %;
C ={PPP,PPG,PGP,GPP,PGG,GPG,GGP}, m=|C|=71,
7
P(C) = =
©="1 1
AB ={PPP}, P(AB)= 3
AC ={PPP}, P(AC)= é;
BC = {PPG, PGP,GPP,PPP}, P(BC)= % - %;
ABC = {PPP}, P(ABC)= é
(a) Dogadaji A i B su nezavisni jer vazi
1 1
Dogadaji A i C' su zavisni jer vazi
17 7 1
P(APC)=- --=—+#-=P(AC
(A)P(C) = 1= o # £ = PAC)
Dogadaji B i C su zavisni jer vazi
17 7 1
P(B)P =—.-—=—#_-=P(B
(B)P(C) = 5 = &4 ¢ = P(BO)
(b) Na osnovu dela pod (a), ali i na osnovu
1 17 7 1
P(AP(B)P(C) =7 -5 g =g # 3 = P(ABO),

sledi da su dogadaji A, B i C zavisni u ukupnosti.

Zadatak 2.44. Bacaju se dva novéica i registruje pojavijivanje pisma ili glave na gornjoj
strani. Neka su dogadaji:

A - pala je glava na prvom novciéu;

B - pala je glava na drugom novciéu;

C - pala je glava na tacno jednom novéiéu.

(a) Ispitati nezavisnost ovih dogadaja po parovima.
(b) Da li su dogadaji A, B i C nezavisni?
Resenje. Skup elementarnih dogadaja je

Q= {PP,PG,GP,GG}  (n=1Q| = 4).
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Kako su :

A = {GG,GP},
{GG, PG},
Cc = {PG,GP},

Sy
Il

to su: 1
P(A)=P(B)=P(C) = 7
Vaizi i:
AB = {GG},
AC = {GP},
BC = {PG},
pa su
P(AB) = P(AC) = P(BC) = i
(a) Kako je L1 g
P(A)P(B) = 5 3=4°= P(AB),

¢

to su dogadaji A i B nezavisni. Na slican na
B i C nezavisni.

(b) Posto je ABC =0, to je P(ABC) = 0. Kako vazi

in se pokazuje da su i dogadaji Ai C, kao i

PA)P(B)P(C) = ¢ £0,

to dogadaji A, B i C nisu nezavisni u ukupnosti, pa nisu ni nezavisni.

Zadatak 2.45. Trzisni analiticar predvida da je verovatnoéa rasta berze za narednu godinu
0,7 pod uslovom pozitivnog privrednog rasta, i 0,2 u suprotnom. On takode predvida da je
verovatnoca pozitivnog privrednog rasta za narednu godinu 0, 8. Izracunati verovatnoéu da
berza raste tokom sledece godine.

Resenje. Potpun sistem dogadaja ¢ine sledece hipoteze:
H, - privreda belezi rast.
H, - privreda ne bele7Zi rast.
Neka je A dogadaj da berza raste. Oznacimo sa
A|H; - rast berze u uslovima privrednog rasta.
A|H, - rast berze u uslovima kada privreda ne raste.

Prema uslovu zadatka
P(H,)=0,8 P(H3)=0,2

P(A|Hy) =0,7 P(A|Hy) =0,2
Na osnovu formule totalne verovatnoce vazi:
P(A) = P(H:)P(A|Hy)+ P(H2)P(A|Ho)
= 0,8:-0,74+0,2-0,2
= 0,6.
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Zadatak 2.46. Na ispit iz poslovne statistike je izaslo 60% studenata koji polazu prvi put
i 40% ostalih. Verovatnoéa da ée student koji polaZe prvi put poloZiti ispit je 0,3, a za
ostale je 0,4. Odrediti verovatnoéu da cée slucajno izabrani student poloZiti ispit.

Resenje. Neka su hipoteze:

H; - student polaze prvi put,

H> - student polaZze viSe puta.
Oznagimo sa A dogadaj da je student poloZio ispit.
Na osnovu uslova zadatka je

P(H,)=0,6 P(H;)=0,4
P(A|H3) =0,3 P(A|H3) = 0,4.
Formula totalne verovatnoce daje

P(A) = P(H\)P(A[H:)+ P(H2)P(A|H2)
= 0,6-0,3+0,4-0,4
= 0,34

Zadatak 2.47. U kutiji se nalaze 5 crvenih i 2 zelene loptice. Izvlace se dve loptice jedna
za drugom. Izracunati verovatnoéu da druga izvucena loptica bude crvena.

£
PAH )

AH

Slika 2.9

Resenje. Neka su hipoteze:
H, - izvucena je crvena kuglica u prvom izvlacenju,
H, - izvucena je zelena kuglica u drugom izvlacenju.
Neka je A dogadaj da je izvucena crvena kuglica u drugom izvlac¢enju. Oznacimo sa
A|H; - izvufena je crvena kuglica pod uslovom da je u prvom izvlacenju izvucena
crvena.
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A|Hs - izvulena je crvena kuglica pod uslovom da je u prvom izvlafenju izvucena
zelena.
Na osnovu uslova zadatka je

5 2
P(Hy) == P(Hy) = =
(Hi) - (H2) -
4 5
P(A|Hy) = 6 P(AlHy) = —
Primenom formule totalne verovatnoc¢e imamo
P(A) = P(H\)P(A|H:)+ P(Hs)P(A|H)
_ 54,25
B 6 7 6

\HO’Y\HO‘Y

Zadatak 2.48. Kutija sadrzi 2 zelene i 5 crvenih loptica. Izvlaci se jedna loptica (i ne
vraéa nazad u kutiju). Ako je izvucéena loptica zelene boje u kutiju se dodaje nova crvena
loptica © obrnuto, ako je izvucena crvena loptica u kutiju se dodaje nova zelena. Potom se
izvlaci druga loptica. Koja je verovatnoéa da je njena boja zelena?

ReSenje. Neka su hipoteze:
H; - u prvom izvlacenju loptica je crvena,
H; - u prvom izvlacenju loptica je zelena.
Ozna¢imo sa A dogadaj da je u drugom izvlaenju izvuena crvena kuglica. Tada je:

5 2
P(Hy)=»  P(H) =7
4
PAIH) == P(AH) =2
Formula totalne verovatnoce daje
P(A) = P(H\)P(A|H:) + P(H2)P(A|H,)
5 4+2 6
T T T T
o ®
= I

Zadatak 2.49. Iz kutije u kojoj su 3 bele i 2 crne loptice prebacene su 2 loptice u kutiju
sa 4 bele i 4 crne. Naci verovatnoéu da se posle prebacivanja iz druge kutije izvuce bela
kuglica.

Resenje. Posmatrajmo hipoteze
H, - prebacivanje dve bele kuglice iz prve u drugu kutiju,
H, - prebacivanje jedne bele i jedne crne,
Hj - prebacivanje dve crne.
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Neka je A dogadaj da je iz druge kutije izvuCena bela kuglica. Vazi

P(Hy) = P(Hy) = P(H;) = 5
PAlH) = 5 =
P(AJH) = - = 3
P(AJHy) = 1 = 2
Tada je:
3
P(A) = Y P(H)P(A|H,)
=1

Hy)P(A|Hy) + P(H2)P(A|H2) + P(Hs3)P(A|Hs)

I
= N

3,11,12
5 3 2 3 5
5.

S w

Zadatak 2.50. Date su tri jednake kutije. U prvoj se nalaze dve bele 1 jedna crna loptica,
w drugoj tri bele i jedna crna i u trecoj jedna crna i jedna bela kuglica. Na slucajan nacin
se bira kutija i iz nje uzima loptica. Naéi verovatnocu da ée izvucena kuglica biti bela.

Resenje. Posmatrajmo hipoteze:

H; - izbor iz i - te kutije, i = 1,2, 3.
Neka je A dogadaj da bude izvucena bela kuglica.
Na osnovu uslova zadatka (slu¢ajan izbor) vazi:

P(Hy) = P(Hy) = P(H;) = 5.

Ako sa A|H; oznacimo dogadaj da je izvucena bela kuglica iz i - te kutije, ¢ = 1,2, 3, onda
su:

2
P(AJH,) =
3
P(AH) =
1
P(A|H3) = 3
Na osnovu formule totalne verovatnoce je:
3
P(A) = Y P(H;)P(AH)
=1
12,13 11
33 34 32
23
36
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Zadatak 2.51. Fabrika proizvodi automobilske gume. Tri pogona proizvode respektivno
25%, 35% 14 40% celokupne proizvodnje. Pogoni redom daju 5%, 4% i 2% s$kartova. Slu-
cagna guma iz produkcije pokazala se defektnom. Koja je verovatnoéa da je defektna guma
proizvedena u prvom, drugom ili treéem pogonu?

Resenje. Hipoteze su:
H; - guma je proizvedena u prvom pogonu;
H, - guma je proizvedena u drugom pogonu;
Hj - guma je proizvedena u treéem pogonu.
Neka je A dogadaj da je izabrana dfektna guma.
Na osnovu uslova zadatka je

P(H,)=0,25  P(Hy)=0,35 P(Hs)=0,4
P(A|H)) =0,05  P(A|Hy)=0,04  P(A|H;)=0,02

Formula totalne verovatnoce daje

3
P(A) > P(H;)P(A|H;)
=1

= 0,25-0,054+0,35-0,04+0,4-0,02
= 0,125+ 0,014 + 0,008
= 0,147.

Primenom Bajesove formule dobijaju se traZene verovatnoce:

P(Hy)-P(A|Hy)  0,25-0,05 0,125

P(H;|A) = POA) =i = o1 = 08503~ 0,85
P(H,) - P(A|Hy)  0,35-0,04 0,014
P(Hz|A) = PA) IH2) _ S = o1 = %0952~ 0,095,
P(Hs) - P(A|Hs) 0,008
P(Hs|A) = (Hs) - P(A|Hs) _ 0,008 0,05442 ~ 0, 054.

P(A) 0,147

2.3 Zadaci za vezbu

1. Partner ra¢unovodstvene firme analizira rad tima za reviziju. Posebno ga interesuje
da li su revizije uradene na vreme. Partner definiSe elementarne ishode:

e w; - revizija uradena pre roka.

e wy - revizija uradena na vreme.

e w3 - revizija uradena posle roka.
(a) Ako je izvrSena samo jedna revizija, naéi skup svih mogucih elementarnih do-
gadaja €.

(b) Ako su izvrSene dve revizije, naéi skup svih moguéih elementarnih dogadaja €.

2. Partner racunovodstvene firme analizira rad tima za reviziju. Posebno ga interesuje
da li su revizije uradene na vreme. U odnosu na vremenski rok kada su revizije
zavrSene, partner definiSe elementarne ishode:
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e w; - revizija uradena pre roka.

e wy - revizija uradena na vreme.

e w3 - revizija uradena posle roka.
Ako su izvrSene dve revizije, odrediti dogadaje:
A - ni jedna revizija nije posle roka.

B - Obe revizije su uradene u istom vremenskom roku.

. Bracni par ima troje dece. Ako sa A ozna¢imo da imaju decaka, a sa B da imaju
devojéicu, opisati:

Skup svih moguéih dogadaja 2.
e (' - imaju decu istog pola.
e D - imaju bar jednu éerku.

e Imaju viSe sinova nego cerki.

. Lekar pregleda 5 pacijenata od kojih svaki moze biti zdrav A ili bolestan B. Opisati
skup svih moguéih ishoda 2. Opisati dogadaje:

e Vise pacijenata je bolesno nego zdravo.

e Dva pacijenta su bolesna i tri zdrava.

e Svi zdravi ili svi bolesni.

e Vise zdravih nego bolesnih pacijenata.

. Verovatnoca da student A plozi ispit iz statistike je 0,5, a da ga polozi student B
je 0,3. Studenti polazu ispit nezavisno jedan od drugoga. Odrediti verovatnoce:

e Bar jedan student je polozio ispit.

e Oba studenta su polozila ispit.

e Ispit je polozio samo jedan od njih.

. Strelac pogada metu se verovatnoéom 0,4. Koliko puta treba da gada metu da bi
verovatnoca da bar jednom pogodi metu bila 0,997

. Kruzna meta poluprecnika R je podeljena na koncentri¢ne krugove poluprecnika
R/41 R/2. Pogodak u zonu najbliZu centru nosi 5 poena. Pogodak u srednju zonu
nosi 2 poena, a pogodak u perifernu zonu nosi 1 poen. Ako je meta gadana dva
puta, naéi verovatnocéu da je osvojeno 6 poena.

. U restoranu brze ishrane je utvrdno da je verovatnocéa da ¢e kupac naruciti gazirano
pi¢e 0,9. Verovatnoca da ¢e naruciti hamburger je 0,6, a da ¢e naruciti pomfrit je
0,5.

(a) Kolika je verovatnoca da ¢e kupac naruciti i gazirano pice i pomfrit, ako su ova
dva dogadaja nezavisna?

(b) Utvrdeno je takode da ako kupac naru¢i hamburger, verovatnoca da ¢e naruciti
i pomfi je 0,8. Odrediti verovatnoc¢u da ¢e porudzbina sadrzati hamburger i pomfit.
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9.

10.

Proizvoda¢ sapuna ima dva pogona, jedan u Zrenjaninu, a drugi u Kikindi. U
Zrenjaninu se proizvodi 60% proizvoda, a u Kiknidi 40%. MenadZer za kvalitet
je nakon uzorkovanja uvrdio da je 5% proizvoda proizvedenih u Zrenjaninu i 10%
proizvoda proizvedenih u Kikindi neupotrebljivo zbog loseg kvaliteta. Svi proizvoda
iz oba pogona se 8alju u zajednicko skladiste, gde se skladisSte kako pristizu, pa se ne
zna iz kojeg su pogona. Kada se proda lo§ proizvod, pojavljuju se troskovi ne samo
zbog zamene loSeg proizvoda, nego i zbog gubitka ugleda kompanije. Menadzer Zeli
da ove troskove posteno raspodeli na dva pogona. Zato trazi odgovore na sledeca
pitanja:

(a) Kolika je verovatnoca da je proizvod izabran slué¢ajno iz skladista loseg kvaliteta?

(b) Koja je verovatnoca da je proizvod proizveden u Zrenjaninu, ako je izabran
proizvod loSeg kvaliteta?

(c) Koja je verovatnoca da je proizvod proizveden u Kikindi, ako je izabran proizvod
loseg kvaliteta?

(d) Koji procenat troskova zbog loseg proizvoda treba dodeliti pogonu u Zrenjanin,
a koji pogonu u Kikindi?

Proizvodac¢ konzervirane hrane obraduje provrée dobijeno u letnjoj berbi. Kontrolor
kvaliteta je pronaSao konzervu koja nije dobro zatvorena. Konzerve te vrste se
proizvode na tri proizvodne linije i menadzer Zeli da proceni koja je proizvodna
linija najverovatnije proizvela neispravan proizvod. Na osnovu podataka iz sledece
tabele

Linija | % proizvedenih proizvoda | % neispravnih proizvoda

1 40% 5%
2 35% 10%
3 25% 7%

izracunati verovatnoce da je proizvodna linija 1,23 proizvela neispravan proizvod.
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Glava 3

Slucajna promenljiva

3.1 Teorijske osnove

e Sludajna promenljiva. Funkcija raspodele

1° Definicija. Oznake

Slucagna promenljiva X: Preslikavanje X : Q@ — R koje elementarnom dogadaju
w € Q pridruZuje realni broj X (w).
- Oznake slucajnih promenljivih: X, Y, Z. ...
Realizacije sluCajne promenljive X: vrednosti X (w;) = x; koje slucajna
promenljiva uzima;
Skup realizacija, vrednosti, slu¢ajne promenljive X: Rx = X (Q).

2° Podela sluc¢ajnih promenljivih

Diskretne: Rx diskretan skup.
Neprekidne: Rx neprekidan skup.
Mesouvite.

3° Funkcija raspodele

Funkcija raspodele verovatnoca sluc¢ajne promenljive X, ili, krace, funkcija raspodele:
Funkcija Fx : R — [0, 1]
Fx(z) = P{X <z}, (u nekim knjigama i Fx(z) = P{X < z}),
tj. funkcija koja predstavlja verovatnoc¢u da slu¢ajna promenljiva X uzme vrednost manju
od z, z € R.
Oznacava se i sa F'(x) ako je jasno o kojoj se slu¢ajnoj promenljivoj radi.
Osnovne osobine:

1. neopadajuéa funkcija: 1 < zo = F(x1) < F(x2);
2. uzima vrednosti izmedju 01 1:
F(—o00)= lim F(z)=0, F(+o00) = lim F(z) =1,
T——00

T—+00
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3. neprekidna sa desne strane: liH(l) F(z+¢€) = F(x);
€E—r
4, Pla<X <b}=F(@b)—F(a), a,beR, a<b).

e Diskretne sluéajne promenljive

Diskretna slucajna promenljiva X: postoji konacan ili prebrojiv skup vrednosti Rx =
{x1,22,...,2k,...} takav da je P{X € Rx} = 1.
Vazi:
-Rx =U{X=ar}
k

—{XZJ%}Q{X:JZJ‘}ZQ,Z',jEN,i?éj;
-akojepr = P{X =uxx}, 1 <k <nili k €N tada je

%P{X:xk} :Zk:pi: 1.

Zakon raspodele verovatnoéa diskretne slu¢ajne promenljive X: skup vrednosti Rx
zajedno sa odgovaraju¢im verovatnoc¢ama

X : (xl x2 e xn> ili X : (xl x2 e :L’k: .. .)
P1r P2 - DPn pr p2 - Pkt
Funkcija raspodele diskretne slucajne promenljive X:
k:xp<z

- Specijalno, Rx konacan skup:

0, T < X1
D1 1 <1 < To;
p1+p2 w2 < <x3;

1 T > Ty

e Neke numericke karakteristike diskretne slu¢ajne promenljive

4° Parametri (pokazatelji) centralne tendencije

o0
- Matematicko ocekivanje: m = E(X) = > x;p;.
i=1

- Modus M,: vrednost sa najvecom verovatnocom.

- Medijana M,: vrednost za koju vazi Fx(M,) = 1/2.
o0

- Obi¢an momenat reda v, r € N: m, = E(X") = 3 alp;.
i=1

- Centralni momenat reda r, r € N: p, = E[(X — E(X))"].

5° Parametri (pokazatelji) rasipanja oko centralnih vrednosti

- Disperzija (varijansa):
0 = i = D(X) = E[(X — E(X))?] = B(X?) — FX(X),
- Standardno odstupanje (standardna devijacija): o = \/D(X).
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e Neprekidne sluéajne promenljive

(Apsolutno) Neprekidna slucajna promenljiva X: postoji nenegativna funkcija f(x),
z € R, takva da je

Flz)= [ f()dt, teR.

- Skup vrednosti Rx je interval, podskup skupa R ili sam R;

- f(x) se zove gustina raspodele sluCajne promenljive X;

- Grafik funkcije f(z) se naziva kriva gustine raspodele, ili, krace, kriva
raspodele verovatnoca.

Vazne osobine:
- povrsina figure odredene x - osom i krivom gustine raspodele jednaka je 1,
oo
tji. [ flz)dz =1;
— 00

- verovatnocéa da slucajna promenljiva apsolutno neprekidnog tipa uzme
vrednost u intervali (a, b) jednaka je povr§ini krivolinijskog trapeza ispod
krive gustine f(z) nad odseckom [a, b]

P{a<X<b}:fbf(:17)dm:F(b)fF(a);
—kakojeP{X:;}:O,xER,toje

Pla<X <b} = P{a<X <b}
Pla < X <b}

= Pla<X<b
F(b) — F(a).

6° Normalna standardizovana (normirana) raspodela
X*:N(0,1)

- Kriva gustine raspodele simetri¢na u odnosu na y - osu (Slika 3.1);

fix)

Slika 3.1
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- Funkcija raspodele (Slika 3.2): Fx«(xz) = 0,5+ ®(z), gde je

Slika 3.2

(z) = g’ \/%e_%dx =P{0< X <z}.

Vrednosti ®(x) date su u Tabeli 3 (?) u Prilogu.
- Funkcija ®(z) se koristi za izraGunavanje verovatnoce

Pla < X* < b} = ®(b) — ®(a).
7° Normalna (Gausova) raspodela
X*: N(m,o?)

- Kriva gustine raspodele simetri¢na u odnosu na pravu x = m.

Standardizacija: postupak prelaska sa normalne A'(m,o?) na standardizovanu nor-
malnu raspodelu N'(0, 1)
X—-m

- zadat formulom X* = ;
g

- vazi:

— h—
Pla<X <b) = P{“ M x* < m}

3.2 ResSeni zadaci

Zadatak 3.1. Eksperiment se sastoji od 3 nezavisna izvodenja u kome se beleZi realizacija
dogadaja A. Opisati slucajnu promenljivu X koja oznacava broj realizacija dogadaja A.
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Resenje. Elementarni dogadaji su:
w1 = AAA Wy = AAAcC W3 = AA°A Wy = AACAC
ws = A°AA wg = ACAA® w; = A°A°A wg = A°A°A°
pa je skup elementarnih dogadaja

b

Q= {wth;W3aw4aw53w67w77w8}'

Svakom od elementarnih dogadaja w € 2 moZemo pridruZiti broj X (w) koji oznacava broj
realizacija dogadaja A:

X(w1) =3 X(w2)=X(ws)=X(ws)=2,
X(W4) :X(WG) = X(w7) = 1,X(w8) = 0.

Sluc¢ajna promenljiva X je preslikavanje
X {wl,WQ,WB,CU47CU5,CU6,W7,UJ8} — {07 ]-7 27 3}

Skup Rx = X(Q) ={0,1,2,3} je skup realizacija slu¢ajne promenljive X.

Zadatak 3.2. Istovremeno se bacaju dve homogene numerisane kocke. Odrediti skup
realizacija slucajne promenljive X koja predstavlja zbir brojeva koji se pojavljuju na obe
kocke.

Resenje. Skup mogucih ishoda je

Q={(,7): 1<4,j <6}, (videti zadatak 2.8)

Realizacije slucajne promenljive X su:

X(1,1)=2 X(1,2)=3 X(1,3)=4 X(1,4)=5 X(1,5)=6 X(1,6)=7
X(2,1)=3 X(2,2)=4 X(2,3)=5 X(2,4)=6 X(2,5)=7 X(2,6)=8
X(3,1)=4 X(3,2)=5 X(3,3)=6 X(3,4)=7 X(3,5))=8 X(3,6)=09
X(4,1)=5 X(4,2)=6 X(4,3)=7 X(4,4)=8 X(4,5 =9 X(4,6)=10
X(5,1)=6 X(5,2)=7 X(53)=8 X(54) =9 X(5,5=10 X(5,6) =11
X(6,1)=7 X(6,2)=8 X(6,3)=9 X(6,4)=10 X(6,5)=11 X(6,6) =12

Skup realizacija slu¢ajne promenljive X je

Rx = X(Q) ={2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}.

Zadatak 3.3. Lopta se baca u kos§ dok se me postignu 2 pogotka ili ne izvedu 4 bacanja.
Neka je X broj bacanja, a 'Y broj promasaja. Odrediti skup moguéih ishoda i realizacija
sluc¢agnih promenljivih X 1Y,

Resenje. Oznacimo sa:
0 - promasaj,
1 - pogodak.
Skup elementarnih dogadaja je

2 = {11;011; 101; 0000; 0001; 0010; 0011;0100; 0101; 1000; 1001 }.
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Preslikavanja su data u slede¢oj Semi:

w |11 011 101 0000 0001 0010 0100 0101 1000 1001
Xw) |2 3 3 4 1 1 1 4 1 1
Yw) |0 1 1 4 3 2 3 2 3 2

Skup realizacija slu¢ajne promenljive X je Rx = {2,3,4}, a slu¢ajne promenljive Y’

je Ry = {0,1,2,3,4}.

Zadatak 3.4. Eksperiment se sastoji u bacanju 3 novéica.

(a) Odrediti skup realizacija slucajne promenljive X koja predstavlja broj grbova, kao i
verovatnoce sa kojima te vrednosti ostvaruje, tj. odrediti njen zakon raspodele;

(b) Prikazati graficki zakon raspodele;
(¢) Odrediti funkciju raspodele F(x), i prikazati je graficki;
(d) Odrediti P{3 < X < 2},
Resenje. (a) Skup elementarnih dogadaja je
Q = {PPP,PPG, PGP,GPP, PGG,GPG,GGP,GGG).
Realizacije slu¢ajne promenljive X su redom:
X(PPP) =0, X(PPG) =1, X(PGP) =1, X(GPP) =1,

X(PGG) =2, X(GPG) =2, X(GGP) =2, X(GGG) = 3,
pa je,

Rx ={0,1,2,3}.
Odgovarajuce verovatnoce su
po= P{X =0} = P[PPP} = |,
pi = P{X =1} = P{PPG, PGP,GPP) = 2,
p» = P{X =2} = P[PGG,GPG,GGP) = 3,

ps = P{X = 3} = P{GGGY} = é

Zakon raspodele ove sluc¢ajne promenljive je:

o

1. ako je z < 0 tada je F(z) = P{X <z} =0,

x| = O
| Lo =
ool W N

| — W
\—/

(0)
(¢) Vazi

1
2. zaO§x<1tadajeF(m):P{X<x}:P{X:0}:p0:§,
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PX=x}

Col~  ©On|us
| ,
T

Slika 3.3

3. akoje 1 <z < 2 tada je

F(z) = P{X<uz}
— P{X=0}+P{X=1}
3

8

N — o —
+

4. ako je 2 <z < 3 tada je

F(z) = P{X<uz}
= P{X=0}+P{X=1}+P{X=3)
3 3

—1+ +
T8 8 8

)

ool

5. ako je x > 3, tada je F(z) = 1.
Trazena funkcija raspodele je

z < 0;
0<z <1,

1<z <2

T
—
8
N
I
ool N~ o RO
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Zadatak 3.5. Slucajna promenljiva X je broj koji se javlja na gormjoj strani prilikom
bacanja kocke. Odrediti:

(a) zakon raspodele;
(b) funkciju raspodele;
(c) verovatnoée dogadaja {1 < X <4}, {2 < X < 3};

(d) matematicko ocekivanje.

Resenje. (a)

1 2 3 4 5 6
X:{1 11111
6 6 6 6 6 6
(b)
0, z<1;
1
1
3 2<x < 3;
L 3< 4
Flz)={ 3 °S7<%
2
5
1 x>6.
2 1 1
() Pll< X <4}=FU4)—F(1)==—- ==
3 6 2
PR<X<3=F@) -F2)—~-L_1
- T2 3 6
(d)
6
=1
= 1 1+2 +3 1+4 1+5 1+6 !
- 6 6 6 6 6
= 3,5

Odrediti momente prvog, drugog i treéeg reda.
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1 5 11
mi=m=E(X) thgte =
1 1 5 9

= EB(X2)=(-1)2-=+4+1%2.24922. = = Z.
mp = B(X%) = (=17 g+ 17 5420 5 =3
1 1 5 41

=FB(X¥)= (=13 -4+1%-42. — = —.
my = E(X7) = (=1)7- g+ 175420 5 = 5

Zadatak 3.7. Slucajna promenljiva X ima zakon raspodele

o

(b) momente drugog i treceg reda;

== o
N~ =
= =N

Odrediti:

(a) matematicko ocekivanje;

(¢) modus;
(d) centralne momente drugog (disperziju) i treéeg reda;

(e) standardnu devijaciju.

Resenje.
1 1 1
=0--41-=42.-=1.
(a) m=0 1 + 5 + 1
1 1 1 3
—0n2. = 12.7 22.7:7.
(b) me=0 1 + 5 + 1° 3
1 5,1 51 5
—03. = 13'7 23.7:7.
mg =0 1 + 5 + 173
(¢) My =1 (vrednost sa najve¢om verovatnoéom)
(d)
ol =py = E(X-1)3
1
= 5
3 E(X —1)°
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Zadatak 3.8. Slucajna promenljiva X ima zakon raspodele

1 2 3
Xel11o1)
4 4 2

Odrediti njenu disperziju i standardnu devijaciju.

1 1 19
Resenje. m=FE(X)=1--42--+3-==-=2,25.
eSenje. m (X) 4—|— 4+ 5= 1 )
9 1 9 1 9 1
2 2 2 2
:DX = 1—7 . —_ 2—— . —_ 3—7 PR—
= 11—06875
16 T
Disperzija se moze izracunati i na drugi nacin:
1 1 1
E(X?) = 1?2.-422.-432.2
(X) 4+ 4+ 2
23
= — =5,75
4 )
o?=D(X) = BE(X?) - (B(X))
o3 81
4 16 16

11
c=+DX) = ,/E:0,8292.

Zadatak 3.9. Slucajna promenljiva X ima normalnu normiranu raspodelu, tj.

N(0,1). Neka je a € RT pozitivan realan broj. Odrediti verovatnoée:

(a) P{X >a};

(b) P{X < a};

(¢) P{—a < X <0};

(4) P{X > —a}:;

(e) P{X < —a}.
Resenje.

(a) P{AX>a}=0,5—-P{0< X <a}=0,5—(®(a) —P(0)) =0,5— ®(a)

b)) P{IX <a}=0,5+P{0< X <a}=0,54P(a)
(¢) P{—a< X <0} =®(0) — P(—a) = —(—P(a)) = ®(a)
(d) P{X>-a}=0,5+P{-a< X <0}=0,5+P(a)
() P{IX < —-a}=0,5—P{—a< X <0} =0,5—®(a)

o6
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Slika 3.4

Zadatak 3.10. Slucajna promenljiva X ima standardizovanu normalnu raspodelu, tj. X :
N(0,1). Odrediti verovatnode:

(a) P{X < 2};
(b) P{0 < X <1,42};
(c) P{—1,79 < X < 0,54}.
Resenje.
(a) P{X <2} =0,5+®(2) =0,5+40,47725 = 0,97725.
(b) P{0 < X < 1,42} = ®(1,42) = 0,42220.
(0)

P{-1,79< X < 0,54} = ®(0,54) — ®(—1,79)
®(0,54) + ®(1,79)
0,20540 + 0, 46327
= 0,66867.

Zadatak 3.11. Neka je X : N(150,100). Odrediti sledece verovatnoce:
(a) P{X < 140};
(b) P{X >170};
(c) P{135 < X < 160}.
Resenje. Kako X ima normalnu raspodelu A (150, 100), sledi da je m = 150, o2 = 100.
(a)

140 — 150

P{X <140} = P{X*<—
= P{X*<-1}
= 0,5—®(1)

= 0,5—0,34134

0, 15866.

}
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170 — 1
P{X >170} = P{X*> %}
P{X* >2)
— 0,5-3(2)
— 0,5 0,47725

0,02275.

P{1357 150 < X< 160 — 150
10 10

= P{-1,5<X* <1}

q)(l) - (I)(_L 5)

(1) + ®(1,5)

— 0,34134 + 0,43319

— 0,77453.

P{135 < X < 160} }

Zadatak 3.12. Dimenzija precnika Srafa je slucajna promenljiva sa normalnom raspode-
lom sa parametrima m = 0,5 mm i 02 = 0,01 mm?2. Kolika je verovatnoéa da ce precnik
biti izmedu 2,35 i 2,8 mm?

Resenje.
2,35—-2,5 2,8-2,5
P{2,35 < X <28} = P{————<X*<—~———"}
0,1 0,1
= P{-1,5<X"<3}
= ®(3) - d(-1,5)

= ®(3)+ ®(1,5)
= 0,49865 + 0, 43319
0,93184

Zadatak 3.13. Ako slucajna promenljiva X ima normalnu raspodelu N'(20,4), naéi:
(a) P{X <2};
(b) P{18 < X < 25}.

Resenje. X : N(20,4) = m = 20, 02 =4
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X—-m 2-m

P{x <2t = Pf < —}
X—20 _2-20

= Py s
— P{X* < -9}
= 0,5—(®(0) —®(-0,9))
— 0,5—®(0,9)
— 0,5—0,31594
— 0, 18406.

P{18220<X220<25220}
= P{-2<X* <25}

D(2,5) — B(—2)

= D(2,5)+D(2)

0,49379 + 0,47725

= 0,97104.

P{18 < X < 25}

3.3 Zadaci za vezbu

1.

Za koju vrednost parametra k Sema

X'5678910
"\ k 2t 3k 4k 5k 6k )°

predstavlja uspeh studenta na ispitu?

. U kutiji se nalazi 5 belih i 3 crne kuglice. Iz kutije se bez vrac¢anja izvlac¢i kuglica

sve dok se prvi put ne izvuce bela kuglica. Neka je X broj izvucenih kuglica.

(a) Odrediti raspodelu sluéajne promenljive X.

(b) Odrediti funkciju raspodele slu¢ajne promenljive X.

Na putu kretanja automobila se nalaze 4 semafora. Verovatnoca zaustavljanja au-

tomobila na prvom semaforu je 0,4, na drugom 0,6 i na tre¢em 0,5. Semafori rade
nezavisno jedan od drugog.

(a) Naci raspodelu slucajne promenljive X koja predstavlja broj semafora koje je
vozaé proSao do prvog zaustavljanja.

(b) Naéi raspodelu slu¢ajne promenljive Y koja predstavlja broj semafora na kojima
se voza¢ zaustavio.

Igrac igra igru u kojoj sa verovatnoc¢om 0,65 gubi 5 dinara, a sa verovatnoc¢om 0,35
dobija 2 dinara. Odrediti o¢ekivani dobitak igraca u jednoj igri.
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7.

10.

. Broj poziva u hitnoj pomod¢i u toku sata ima raspodelu

. 0 1 2 3 4 5
" 0,075 0,1 0,25 0,2 0,175 0,2 )"

Odrediti oc¢ekivanu vrednost broja poziva, disperziju, standardnu devijaciju. Koji
je najverovatniji broj poziva u toku sata?

Slu¢ajna promenljiva X ima normalnu A (12, 16) raspodelu. Odrediti verovatnoce:
(a) P{X > 17}

(b) P{X| < 15,2};

(c) P{X < 10};

(d) Nadi t tako da je P{t < X < 15,2} =0,95;

Hemoglobin kod odraslih ljudi ima normalnu raspodelu X : A/(120, 100).

(a) Koji procenat odraslih ljudi ima vrednost hemoglobina izmedu 109 i 1317

(b) Koji procenat odraslih ljudi ima vrednost hemoglobina veéu od 1327

Duzina proizvoda je 5 cm sa tolerancijom +0,1 cm. Odrediti procenat skarta ako
obrada na ovoj magini ima standardno odstupanje ¢ = 0,08 cm.

. Prose¢na povr§ina Suma koje izgore u Sumskim pozarima u Brazilu je 430 km?

godisnje, sa standardnom devijacijom od 75 km?. Povrsina koja izgori godisnje ima
normalnu raspodelu.

(a) Izracunati verovatnocu da godi$nje izgori vise od 500 km? Sume.
(b) Izracunati verovatnoéu da godignje izgori manje od 400 km? Sume.
(¢) U godinama kad aizgori vise od 550 km? ume potrebana je pomo¢ dodatnih va-

trogasnih timova. Odrediti verovatnoc¢u da ¢e naredne godine biti potrebna pomoé¢
dodatnih vatrogasnih timova.

MenadZer bioskopa u Americi je proucavao koliko posetioci bioskopa potrose na pice
i kokice koje se prodaju u njihovim bioskopima. Iz studije zasnovane na velikom
broju posetilaca dobijeno je da potro$nja ima normalnu raspodelu sa aritmetickom
sredinom 4.11 dolara i standardnom devijacijom 1.37 dolara.

(a) Izmedu koje dve vrednosti se nalazi potrosnja 80% posetilaca, ako pretpostavimo
da su te dve vrednosti simetri¢ne u odnosu na aritmeticku sredinu?

(b) Prikazuje se veoma popularan film i ocekuje se da ée bioskop biti popunjen
sledece dve nedelje. Bioskop ima 1000 mesta. Pomozite manadzeru da proceni
ocekivanu zaradu od piéa i kokica u sledeée dve nedelje.
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Glava 4

Statisticki skup

4.1 Teorijske osnove

Statistika : prikupljanje, sistematizacija, prikazivanje i obrada podataka koji karak-
teriSu elemente odredjenih skupova sa ciljem da se izvedu zakljucci i donesu odluke.
Statisticki skup, osnovni skup ili populacija : skup svih elemenata na kojima se
prpucava neka pojava.
- Moze biti konacan ili beskonacan.
- U ovoj knjizi 2 je konacan skup
Obim populacije: broj N = |Q].
O ={w,wa,...,wn}.
Statisticko obelezje ili, krace, obelezje: osobina po kojoj se elementi populacije razli-
kuju, i ona su u osnovi statisticke obrade.

Oznake:
obelezje: X : Q) — R;
vrednosti koje obelezje moze uzeti: R = {x1,z2,..., Tk}

e Prikazivanje podataka

Nacini prikazivanja:
- nabrajanje - najlaksi, ali ¢esto i najnepregledniji;
- tabelarni
- graficki.

1° Tabelarno prikazivanje podataka

Neka je i € {1, ..., k}.
Apsolutna frekvencija ili frekvencija f;: broj elemenata populacije £2 na kojima obe-
lezje X uzima vrednost x;
it fet..+ fk=N.

Relativna frekvencija p; = fﬁ predstavlja zastupljenost odredjenih elemenata unutar

skupa.
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- Moze biti data i procentualno.
i
Kumulativna frekvencija F; = ) f; elementa x;: zbir svih frekvencija koje prethode
j=1
i odgovaraju elementu x;.
- Pretpostavlja sa su vrednosti {x1, za, ..., z; } poredjane po veli¢ini.

- Specijalno: Fy = f1 i Fj, = N.

i
Kumulativna relativne frekvencijo F| = %" p;, i€ {1,...,k}.
i=1

1°1. Diskretno obelezje

. . . Tati
Elementi skupa .. relativna kumulativne e atlvnej
frekvencija f; .. .. kumulativne
x; frekvencija frekvencije ..
frekvencije

x1 bil P Fy Fy

Z2 I2 D2 Iy F3

T Jr Pk Fy Fy

1°2. Neprekidno obelezje. Obelezje sa velikim brojem razli¢itih vrednosti

Grupisanje u intervale:

- broj intervala k i Sirina intervala d odredjuju se koriSéenjem Strugesove

formule:
k=1+3,322log N,
gde su Zyyin 1 Tmar Najmanja i najveca vrednost u populaciji;
- ne preporucuje se vise od 5 - log IV intervala;

- Cesto je i sam statisticki skup snabdeven nekom unutrasnjom logi¢nom
podelom koje se treba pridrzavati pri podeli na intervale.

d — Zmazr —Tmin
)

. . relativne
. .. relativna kumulativne .
Intervali frekvencija .. .. kumulativne
frekvencija frekvencije ..
frekvencije
I f 2! Fy FT
I fa D2 F F
I fr Pk Fy, Fy

2° @Graficko prikazivanje podataka

- Poligonalna linija: spaja tacke (x1, f1),...,(Zk, f&);

- kriva distribucije ili ogiva: spaja tacke (z1, F1),...,(x, Fk);
- stubicasti dijagram;

- histogram.
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e Numericke karakteristike obeleZja

3° Pokazatelji centralne tendencije

Pokazatelji

centralne
tendencije

1
I T 1
l Mod ‘ ‘ Medijana ‘ Kvartili

Slika 4.1

Izradunati

Aritmeticka
sredina

i

3°1. Izracunati

Aritmeticka sredina m

za negrupisane podatke: m =

N

T

Il
—

1
N
K3
E
- za grupisane podatke: m = % > xifi
i=1
3°2. Pozicioni
Mod M,
- za negrupisane podatke: vrednost koja ima najveéu frekvenciju, tj. vrednost koja
se najcesce javlja;
- za grupisane podatke: izracunava se i to po slede¢oj proceudri (ne vidi se direktno)
- odredjuje se modalni interval (interval sa najve¢om frekvencijom);
- izratunava se broj

d
MO = Lmo + d1+1d2 . dmoa
gde su

L,,, donja granica modalnog intervala,
dp, Sirina modalnog intervala,

dy = fmo - fmo—la

d2 = fmo - fm0+1:
fmo frekvencija modalnog intervala,
fmo—1 frekvencija intervala pre modalnog,

fmo+1 frekvencija intervala posle modalnog.
Medijana M,

- za negrupisane podatke: vrednost obelezja koje u nizu {y,} podataka poredjanih
po veli¢ini zauzima srednju poziciju:
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Y, N neparno
M, = Yy +yy
2 b

- za grupisane podatke: izracunava se i to po slede¢oj proceudri (ne vidi se direktno)

N parno

- odredjuje se medijalni interval (prvi interval ¢ija je kumulativna frekvencija
veca od §);
- izraGunava se broj
E_Fm —1
Me — Lme 4+ 2 mel .dmw

fme
gde su
L,,, donja granica medijalnog intervala,
dy,, Sirina medijalnog intervala,
fm. frekvencija medijalnog intervala,
F,,.—1 kumulativna frekvencija intervala pre medijalnog.

Kvantili

Kvantil reda p, p € (0,1), je broj koji je veci od p - 100% vrednosti obelezja.

- Medijana je kvantil reda p = 0.
- Kvantili normalne, Studentove i x? raspodele se nalaze u tabelama u Prilogu.

Kvartili Q;, i = 1,2,3 su kvantili reda p € {0,25; 0,5; 0,75}. Kvartili dele
vrednosti obelezja uredjene po veli¢ini na Cetiri jednaka dela, odnosno
intervali

(—OO, Ql): (le QZ): (Q27 Q3)7 (Q37 +OO)
sadrze po 25% podataka populacije.
- za negrupisane podatke: prvi kvartil je medijana donje polovine popu-
lacije, a treé¢i kvartil je medijana gornje polovine populacije;
- za grupisane podatke: izracunava se i to po slede¢oj proceudri (ne vidi
se direktno)
- odredjuje se kvartilni interval za M, (prvi interval ¢ija je

kumulativna frekvencija veca ili jednaka od od Np;
- izraCunava se broj
My = Ly + Np_fpp_1 “dp
gde su
L, donja granica kvartilnog intervala,
dp, Sirina kvartilnog intervala,
fp frekvencija kvartilnog intervala,
F,_1 kumulativna frekvencija intervala pre kvartilnog .

Momenti

Obic¢an momenat reda r, r € N:
E

_ 2 _ 1
m, =0’ =5 > xj fi
i=1
m = m;
Centralni momenat reda r, r € N:

k
pr = % > (zi —m)" f;.
=1
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4°. Pokazatelji rasipanja, disperzije

Pokazatelji rasipanja
disperzije

I
Raspon Interlovaritilng Disperzija Koeficijent
populacije rarmak (varijansa) varijacije

Standardna devijacija

Slika 4.2

—
=

Raspon populacije: R = Timaz — Tmin

Interkvartilni razmak: IQR = Q3 — Q1

Disperzija (varijansa): 02 = po

=

o= (zi —m)f;
i=1

-
3

2 _ 1 2¢ 2
ot=N 2 Trifi—-m
i=1

Standardna devijacija, standardno odstupanje: o = v o2
Koeficijent varijacije: V = Z - 100%

5°. Pokazatelji oblika raspodele

POKAZATELJI OBLIKA
RASPODELE

- ] = Koeficijent spljoStenosti
K t tr
{ oeﬁcyeﬁ asimnie geJ ‘ GkSCGCﬂ

Slika 4.3
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Koeficijent asimetrije K 4:

ZENES R

- K4 =0 simetri¢na raspodela u odnosu na pravu x = m i vazi
My =M, =m;
- K4 > 0 raspodela asimetri¢na na desno i vazi

MO S Me S m;
- K4 < 0 raspodela asimetri¢na na levo i vazi

mSMESMO

Koeficijent spljostenosti, ekscesa Kpg:

k_/”'4_ i=1
Tk
(G 32 o= m)2h)?

- K = 3 mezokurtiéna: distribucija ima normalnu spljostenost;
- Kg > 3 leptokurti¢na: distribucija je vie izduzena u odnosu na normalnu

raspodelu;
- Kg < 3 platikurti¢na: distribucija je viSe spljo§tena u odnosu na normalnu

raspodelu.

4.2 ReSeni zadaci

Zadatak 4.1. Anketirano je 30 studenata. Jedno pitanje se odnosilo na broj poloZenih
ispita u toku jedne godine. Dobijeni su sledeéi podaci:

3, 2,2, 3 5 1, 6, 2 3, 3
4, 5, 2, 3, 4, 4, 5 3, 3, 4
4, 3, 5, 4, 3, 5 4, 2, 3, 5.

(a) Prikazati podatke tabelarno. Izracunati kumulativne i relativne frekvencije.
(b) Nacrtati poligonalnu liniju, stubicasti dijagram i ogivu.

Resenje. (a) Podatke nabrojane u zadatku bi trebalo sortirati po nekom
pravilu. Najcesce je korisno njihovo sredivanje po veli¢ini:

1,2,2,2,2,2.3.3,3,3,3,3,3,3,3,3,4,4,4,4,4,4,4,5,5.5.5.5,5,6
Broj ponavljanja neke od vrednosti x; =i, i € {1,2,3,4,5,6}, u sortiranom nizu predsta-
vlja frekvenciju f;. Na primer,

f1:1, f2:57 f3:10a f4:7a f5:6’ f6:1
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Kumulativna frekvencija F; elementa x; je zbir svih frekvencija elemenata koji mu prethode
i odgovaraju:

=1

F5=14+5=6

F3=14+5+10=16

Fy=1+5+10+7=23

Fr=14+54104+7+6=29

Fe=1+5+104+7+6+1=30.
Relativna vrekvencija p; = ’:—Z elementa z; predstavlja zastupljenost elementa x; unutar
skupa realizovanih vrednosti:

p1=ps = 55 ~0,0333... ~ 0,033

P2 = %—% =0,1666... ~ 0,17
Ps= g5 = 0,3333... ~ 0,33
ps= 55 =0,2333...~0,23

b5 = 35 = 0,2
Relativne frekvencije mogu biti iskazane i procentualno:
p1=ps = 3,33%

P2 = 16,67%
ps = 33,33%
Dy = 23,33%

Izrac¢unate vrednosti se mogu pregledno pokazati pomocu tabele:

v | fi | F Pi

1 1 1 | 0,03
2 b) 6 | 0,17
3 |10 |16 | 0,33
4 7 123 0,23
5 6 | 29| 0,2
6 1 |30 0,03

(b) Poligonalna linija se dobija spajanjem tacaka (1,1),(2,5),(3,10),(4,7),(5,6) i (6, 1), tj.
spajanjem tacaka (i, f;), ¢ € {1,2,3,4,5,6} (Slika 4.4).
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b/
10
7
5
1h
T 2 3 2 B B xi=i
Slika 4.4

Stubicasti dijagram (bar dijagram) se sastoji od niza razdvojenih pravougaonika kojima
jedna dimenzija pokriva vrednost i € {1,2,3,4,5,6} a druga je odgovarajuca vrednost
frekvencija (Slika 4.5).

R = T - ]

= =

Slika 4.5

Kriva distribucije ili ogiva dobija se spajanjem tacaka (1,1),(2,6),(3,16),(4,23),(5,29) i
(6,30), tj. spajanjem tacaka (i, F;), ¢ € {1,2,3,4,5,6} (Slika 4.6).
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Slika 4.6

Zadatak 4.2. Anketirano je 30 studenata. Pitanje se odnosilo na broj bodova koji su
osvojili na testu iz matematike, na prijemnom ispitu. Dobijeni su sledeéi podaci:

30, 0, 2, 10, 48, 14, 14, 54, 6, 28
30, 40, 18, 30, 44, 38, 10, 4, 10, 34
14, 6, 48, 0, 0, 8 26, 60, 54, 52.

(a) Grupisati podatke intervalno.

(b) Nacrtati histogram frekvencije.

Resenje. (a) S obzirom da posmatrano obeleZje ima veliki broj razli¢itih vrednosti, one
¢e biti grupisane u intervale ¢ije odredivanje sledi. Na osnovu datih podataka imamo:

N =30, mmin =0, Tynae = 60.
Maksimalni broj intervala ne moze preéi broj
5-log N =5-log30 =7,3856...
Koriséenjem Strugesove formule vazi da je broj intervala
k=1+3,322log N =1+ 3,322log 30 = 5, 906,
k =~ 6,
dok je Sirina svakog intervala

d— Tmaz — LTmin _ 60 —0
k 5,9
d = 10.

= 10, 1694...,

Sredeni podaci su dati u tabeli koja sledi zajedno sa apsolutnim, relativnim i kumulativnim
frekvencijama:
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I; fi | Fi | pi
0,10) | 8 | 8 | 0,27
10,20) | 7 [ 15 ] 0,23
20,30) | 2 | 17 | 0,07
[30,40) | 5 [ 22 | 0,17
[10,50) | 4 | 26 | 0,13
50,60) | 3 [ 29| 0,1
[60,70) | T | 30 | 0,03

(b) Histogram se sastoji od niza pravougaonika kojima je jedna stranica interval I;, a druga
odgovarajuca frekvencija f; (Slika 4.7).

Slika 4.7

Zadatak 4.3. Promet (u hiljadama dinara) na jednom Salteru u toku nedelje iznosi:
1. ponedeljak - 98,
2. wutorak - 76,
3. sreda - 79,
4. cetvrtak - 56,
5. petak - 81,
6. subota - 51.
Izracunati prosecni promet te nedelje.

Resenje.

-
3

s
Il
-

(98 + 76 + 79 + 56 + 81 + 51)

D= O =

Il
9
w
ot
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Zadatak 4.4. Izracunati aritmeticku sredinu za podatke date u Zadatku 4.1.

Resenje.

1 6

1
= (1142543 1044-745-646-1)

= 3,5.

Do aritmeticke sredine se moze dodi i kori§éenjem tabele

i | fi | Tifs
11 1
2 [ 5] 10
3 10 30
4 |7 ] 28
5 6 30
6 | 1 6
S 30| 105
105
=55 =35

Zadatak 4.5. Izracunati aritmeticku sredinu za podatke v Zadatku 4.2.

Resenje. Za podatke grupisane u intervale vrednost z; izraGunava se kao sredina intervala,
pa imamo:

I; fi | @i | @ifi
0,10) | 8 | 5 | 40
10,20) | 7 | 15 | 105
20,30) | 2 | 25 50
[30,40) | 5 | 35| 175
[40,50) | 4 | 45 | 180
50,60) | 3 | 55 | 165
[60, 70) 1 | 65 65

S 130 780

1 7
780

30
= 26.
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Zadatak 4.6. Odrediti mod za niz podataka:
2,4,6,8,10,12,14, 16.

Resenje. Ne postoji mod.

Zadatak 4.7. Odrediti mod obeleZja ¢iji su podaci dati u tabeli.

x| 1| 3|6 | 7| 9| 11| 18| 15| 17| 19| 21
fil3| 22|12 8| 2|8 |1| 1|2

Resenje. Postoje tri moda i to:

My =1,  M,=11, M;=15.

Zadatak 4.8. U zadatku 4.1 odrediti:
(a) mod;
(b) medijanu;
(c) kvartile.
Resenje. (a) My =3
(b) Kako je N = 30 paran broj, to je:
yg Y5
2
Y15 + Y16

2
3+3

2
= 3.

M, =

(C) QQ = ]\4e =3
@1 = My 25 je medijana donje polovine varijacionog niza (prvih 15 ¢lanova tog niza) koja
glasi:
1,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,3,3,3,3.

Dakle, N; = 15 je neparan broj pa je:
Q1= Mo = Y =ys = 3.

Sliéno, @3 = My, 75 je medijana gornje polovine varijacionog niza koja glasi:
3,4,4,4,4,4,4,4,5,5,5,5,5,5,6.

Kako je Ny = 15 neparno to je:

Q3 = Moy75 = Ymsn =ys = 4.
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Zadatak 4.9. U Zadatku 4.2 izracunati:
(a) mod;
(b) medijanu;
(¢) kvartile.

Resenje. Iz Zadatka 4.2:

I; Ji | Fi
0,10) | 8 | 8
10,20) | 7 | 15
50,30) | 2 | 17
30,40) | 5 | 22
10,50) | 4 | 26
50,60) | 3 | 29
60,70) | 1 | 30

(a) modalni interval je [0,10) (f1 = 8 je najveéa frekvencija). Kako su:

Lmo =0, fmo =38, fmo—l =0, fmo+1 =7,
to vazi:
dl:fmo_fm071:8_0:8,
d2:fmo_fmo+1:8_7:1~

Zamenom u formuli dobijamo

v d;
0 T dy

8
= 04+—=-10
Jr8—1—1

= 8,888...,
tJ,
M,y = 8,89.
(b) Modalni interval je [20,30), (Fa, = 17 > 15). Kako su:

Ly,, =20, Fr,-1 =15, fm. =2,
to je:

N
N_po o
M, = me+2761'dmc
.fnLe

15—-1
= 20+ o 5-10

= 20.

(c) Kvartilni interval za Q1 = Mg 25 je [0, 10) jer je

N, =30-0,25="7,5<8=F,

73



Kako su

Loos =0, foo5 =38, Foos-1=0,

to je

Q1 = My 25 0+ 10

75

8
= 9,375.

7,5 -0
8

Sli¢no, kvartilni interval za Q3 = My 75 je [40,50) jer je

N, =30-0,75=22,5 < 26 = F,.

Kako su
Lo7s =40, fors =4, Fors—1 =22,
to je
22.5 — 22
Q3 = Mo75 =40 + ’f 10 = 41, 25.

Zadatak 4.10. Za Zadatak 4.1 izracunati:
(a) raspon populacije;
(b) interkvartilni razmak;
(¢) disperziju i standardnu devijaciju;
(d) centralni momenat reda 2;
(e) koeficijent varijacije.
Resenje. U resSavanju se koriste podaci iz Zadatka 4.1.
(@) R = Tmaz — Tmin =6 —1=5
(b)) IQR=Q3-Q1=4-3=1
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x| fi | 22f;
1|1 1
2 5] 20
3 110 90
4 [ 7 [ 112
5 | 6 | 150
6 | 1] 36
S 409
1< 409
2 _
N ol = 3
i=1
113,6333...
13,63
1 6
2 _ 2, 2
o = Ngxlfz m
13,63 — 3,52
= 13,63 —12,25
1,38

o=1+/1,38 =1,17473... = 1,17

(d) po = 02 = 1,38

3,5
= 33,4285%
= 33,43%.

Zadatak 4.11. Za Zadatak 4.2 izracunati:
(a) raspon populacije;
(b) interkvartilni razmak;
(¢) disperziju i standardnu devijaciju;

(d) moment reda 1 i centralni momenat reda 2;
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(e) koeficijent varijacije.

Resenje. Koristimo podatke iz Zadatka 4.2.

[O, 10) 8 5 200
[10, 20) 7 | 15| 1575
20, 30) 2 | 25| 1250
30, 40) 5 | 35 | 6125
40,50) | 4 | 45 | 8100
50,60) | 3 | 55 | 9075
[60, 70) 1 | 65 | 4225
Z 30 30550

(@) R = Tmaz — Tmin = 60 — 0 = 60
(b) IQR = Qs — Q1 = 41,25 — 9,375 = 31,875
(c)

7
1 ) 30550
N = T
= 1018, 333...
2 1 d 2 2
o = Ninfi—m
i=1
= 1018,33 — 262
= 1018,33 — 676
= 405,33

o = /405, 33 = 20, 13280... = 20, 13

m; =m = 26

po = 0% = 405,33

-100%

13
= ~— . 100
26 %

= 77,4230..%
= 77,42%.

&3la
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Zadatak 4.12. Izracunati pokazatelje oblika raspodele za podatke u sledecoj tabeli:

I | [5,9) | [9,13) | [18,17) | [17,21) | [21,25) | [25,29)
il 3 7 9 5 4 2
Resenje. Potrebna izracunavanja su data u sledecoj tabeli:
I; fi @i [wfi [wi—m | (@i —m)>fi | (wi—m)*fi [ (wi —m)'fi
[5,9) 3|7 21 -8,8 232,32 -2044,42 17990,86
[9,13) | 7 [ 11| 77 | 48 161,28 774,14 3715,89
[13,17) | 9 | 15 | 135 -0,8 5,76 -4,61 3,69
[17,21) | 5 | 19| 95 3.2 51,2 163,84 524,29
[21,25) | 4 | 23 | 92 7,2 207,36 1492,99 10749,54
[25,29) | 2 | 27 54 11,2 250,88 2809,86 31470,39
> 30 474 908,8 1643,52 64454,66
N =30 .
=
_ 474 _
m= 55 =15,8
o = iZ:(xi—m)zfi
N i=1
~908,8
30
= 30,29333
30,293
c = Vo?
= 4/30,29333...
= 5,503937...
= 5,5
18
_ C_ 3
M3 = N;(xz m) fz
_1643,52
B 30
= 54,784
1S
ng = N i:1(xt - m)4fi
_ 64454,656
B 30
= 2148, 4885
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"3
Kjyg=—

54,784 54,784
~ (5,5)3 166,975

Ka =0,33

K4 > 0= raspodela asimetri¢na na desno.

2
4
Kp="
g

2148, 4885
(30,293)2

2148, 4885
917,666

Kg =

Kp =

Kp =234

Kp < 3 = platikurti¢na distribucija.

Zadatak 4.13. Izracunati pokazatelje oblika raspodele za podatke u sledecoj tabeli:

I | [3,5:3,6) | [3,6:3,7) | [3,7:3,8) | [3,8:3,9) | [3,9:4) | [4:4,1)
fi 1 2 4 6 20 25
Resenje. Potrebna izrac¢unavanja su data u sledecoj tabeli:

I; Ji | @ wifi | @wi—m | (zi—m)*fi | (xi—m)’f; | (i —m)'f;
(3,5;3,6) | 1 | 3,55 | 3,55 -0,4 0,16 -0,064 0,0256
[3,6:3,7) | 2 | 365 | 7.3 0,3 0,18 20,054 0,0162
(3,7;3,8) | 4 | 3,75 15 -0,2 0,16 -0,032 0,0064
[3,8:3,9) | 6 | 385 | 231 0,1 0,06 20,006 0,0006

[3,9;4) | 20 | 3,95 79 0 0 0 0
[4:4,1) | 25 | 4,05 | 101,25 | 0,1 0,25 0,025 0,0025
> 58 229,2 0,81 -0,131 0,0513
N =58 .
m = % Z:l xlfl
229.2
m =222 — 3 95




H3 =

Vo?

1/0,013965...

0,1181
0,118

K4 < 0= raspodela simetri¢cna na levo.

Kg > 3 = leptokurti¢na distribucija.

Zadatak 4.14. Dati su podaci

Kg

o2

2
Kp="4

0,0009

(0,014)2

Kg =24,59

0,49 | 041 | 3,89 | 0,12 0,66 | 2,26 | 4,26 | 3,09 | 2,49

0,02 | 7,71 | 0,54 | 5,16 | 1,98 | 6,92 | 1,86 | -2,39 | 4,24
3.15 | 4,43 | 6,60 | -1,20 | 3,19 | 0,95 | 5,94 | 0,85 | 11,78
511 | 2,15 | 5,02 | 5,41 | 1,58 | 1,10 | 5,65 | 2,72 | 5,48
0,58 | 4,06 | -0,01 | 6,01 | 5,69 | 1,41 | 6,63 | 1,46 | -1,40
10,36 | 7,67 | 0,61 | 2,90 | 3,74
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Formirati tabelu koja predstavlja raspodelu frekvencija ovog obeleZja. Izracunati:

(a) aritmeticku sredinu, medijanu, mod;

(
(
(

b

c

)
)

kvartile;

disperziju i standardnu devijaciju;

d) pokazatelje oblika raspodele.

Resenje.

k=1+1log50-3,322=6,644 ~ 7

30

Tomae = 11,78
Tmin = —6,92
Tmazr — Tmin 117 78 + 6a 92
d= = =281~3
k 6,644 ’
Maksimalni broj intervala je 5log N = 5log 50 = 8,494, 7T<k<9
Dakle, podatke grupisemo u k = 7 intervala duZine d = 3.
L fil pi [F] @i fwifi] 27 [a3fi i — ml(wi — m)? fil(wi — m)? fil(ws — m)* fi
[—7,—4) 40,0814 ]-5,5[-22|30,25| 121 |-7,62 | 232,26 1769,80 | 13485,99
[—4,-1)[6/0,1210-2,5|-15| 6,25 | 37,5 | -4,62 | 128,07 -591,67 2733,50
[-1,2) [150,325/0,5|7,5| 0,25 | 3,75 | -1,62 39,37 -63,77 103,31
[2,5) [120,2437)3,5|42|12,25| 147 | 1,38 22,85 31,54 43,52
[5,8) [110,22148 6,5 (71,5 42,25 464,75 4,38 211,03 924,30 4048,45
[8,11) |1(0,0249,0,1/9,5| 9,5 [90,25|90,25 7,38 401,95 2966,37
[11,14)|10,02p0]12,5]12,5/156,25156,25 10,38 | 107,74 118,39 11608,89
> o1 106 1020,5 795,78 50,96 34989,33
()
1 J

_ 106

~ 50
m=2,12
Modalni interval: [—1,2)

Lp,=-1, di=15-6=9, do=15-12=3, dp, =3
9 9
My=-14+4—->-3=-14-=1,25
0 913 1T
Medijalni interval: [2,5)
Lme = 2; Fme—l = 25a fme—l = 12; dme =3




25 —-25
12

M, =2+ 3=2

(b)
Q1 = Mpy2s 50-0,25=12,5
Prvi kvartil se nalazi u intervalu [—1,2)

Loos = —1, Fpos—1 =10, foo5 =15, dpas =3
12,5 —-10
Q=142 8= —140,5=-0,5

Q3 = Mo 75 500,75 =37,5
Treci kvartil se nalazi u intervalu [5, 8)

Lo7s =5, Fors—1 =37, fors =11, do7s =3

37,5 — 37
+7

-3=5+4+0,136 =5,14
15 +7 ’

Q3z=5

7
1
2 20 2
o =0 i;xifl m

_ lOﬂL5_2J2
50
= 20,41 — 4,4944

15,9156

o = 4/15,9156 = 3,99

H3

ka =2
3

by = }V;(xi—mf’ﬁ

50,96
50
= 1,0192
3/2 _ 213/2
Ho = (09)
= ¢%Vo?2
= 15,91564/15,9156

= 63,65544162

ka =0,016011 > 0 = asimetri¢na u desno
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MOSMeSm

1,25<2<2,12
ka =14 =2 762610..
25
kg = 2,762610... < 3 = platikurti¢na

4.3 Zadaci za vezbu

1. Pri merenju temperature tokom 30 dana u 11h dobijeni su podaci

22, 24, 26, 29, 31, 25, 26, 29, 27, 3l,
22, 29, 24, 26, 27, 27, 27, 25, 25, 27
22, 31, 29, 25, 27, 26, 29, 25, 26, 3l.

(a) Prikazati podatke tabelarno. Izra¢unati kumulativne i relativne frekvencije;
(b) Nacrtati poligonalnu liniju, stubicasti dijagram i ogivu.

2. Izmerene su tezine 100 dece Setog razreda jedne Skole. Dobijeni su podaci u kilo-
gramima.

49, 49, 45, 50, 47, 53, 50, 47, 49, 48, 48, 49, 45, 50, 47,
49, 56, 50, 49, 49, 50, 49, 53, 49, 46, 49, 48, 48, 49, 57,
50, 47, 48, 50, 51, 55, 47, 46, 47, 50, 50, 45, 54, 49, A7,
49, 52, 50, 52, 50, 49, 49, 49, 49, 52, 51, 49, 49, 48, 54
49, 50, 50, 52, 51, 51, 51, 50, 51, 49, 52, 51, 48, 48, 58,
46, 53, 49, 50, 49, 53, 50, 50, 53, 49, 45, 47, 47, 50, 45,
52, 48, 52, 52, 49, 48, 47, 54, 54, 46.

(a) Prikazati podatke tabelarno. Izracunati kumulativne i relativne frekvencije;

(b) Nacrtati histogram frekvencija.

3. Dati su podaci

2 |13 [5[7]9]11
1323213

Odrediti aritmeticku sredinu, medijanu, modus, kvartile, interkvartilni razmak, mo-
menat drugog reda, disperziju, standardno odstupanje, koeficijent varijacije.

4. Za podatke date u tabeli

I; fi
0—20 95
20 — 40 126
40 — 60 96
60 — 80 71

80 — 100 | 47
100 — 120 | 16
120 — 140 | 45

Odrediti aritmeticku sredinu, medijanu, modus, kvartile, interkvartilni razmak, mo-
menat drugog reda, disperziju, standardno odstupanje, koeficijent varijacije.
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5. Dat je raspored seoskih domacinstava prema veli¢ini poseda.

veli¢ina zemljiSnog | Broj domagin-
poseda (u ha) stava (u 000)
0—-1 285
1-2 471
2-3 391
3-5 486
5—38 357
8 —10 123
10—-15 75

Odrediti aritmeticku sredinu, medijanu, modus, kvartile, interkvartilni razmak, mo-
menat drugog reda, disperziju, standardno odstupanje, koeficijent varijacije.
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Glava 5

Uzorak. Ocene parametra

5.1 Teorijske osnove

e Uzorak. Statistika

1° Uzorak
Uzorak: svaki konacan podskup populacije.
Obim uzorka n: broj elemenata uzorka.

Metoda uzorka: iz populacije se na odredjeni nacin uzima uzorak, i na njegovim ele-
mentima ispituju vrednosti obelezja X.

Osnovni cilj: dobijene zakljucke o obelezju X na datom uzorku preneti, generalisati
na celu populaciju.

Osnovni zahtev: reprezentativnost uzorka (zakljutci koji se prenose na populaciju su
verodostojni).

Prost slucajni uzorak: svaki element populacije ima istu verovatnocéu da bude izabran
u uzorak, i svaki uzorak ima istu verovatnoc¢u da bude izabran.

Prost slucajni uzorak obima n za obeleZje X je n-torka nezavisnih
slu¢ajnih promenljivih (X, X5, ..., X,,) od kojih svaka ima istu raspodelu
kao i obelezje X.

Ako sa N obelezimo broj elemenata osnovnog skupa, a sa n broj elemenata u uzorku,
onda se moze izvuéi

- () uzoraka bez vracanja iz populacije;
- N™ uzoraka sa vrac¢anjem iz populacije.

2° Statistika

Prilikom statisti¢kog zaklju¢ivanja na osnovu uzorka, koriste se razne funkcije f (X1, Xo, ...

slu¢ajnog uzorka.

Statistika: slucajna promenljiva Y = f(X;, X, ..., X,,) koja je funkcija
samo promenljivih X1, Xo, ..., X,,.
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Statistike koje se najcescée koriste

. n
- Aritmeticka sredina uzorka: X, =1 3 X

- Momenti uzorka:
n
- obitni: M, =1 3 X7, r €N,

- centralni: p, = %

n
1=

(Xz —Yn)r, r € N.
1

- Disperzija uzorka

- ako je poznata srednja vrednost m obelezja: 5‘,21 = %

s

(Xi —m)?;

=1

- ako je nepoznata srednja vrednost m obelezja:
—92 n J— n -2
Sn=3 n(Xi-Xn)?=1 Zle - X0

i=

i=1
- Popravljena disperzija uzorka
n _9 n _9
- Popravljena standardna devijacija uzorka: S = v/ S2.
- Standardna greska sredine uzorka: S+ =

- 100

B

- Koeficijent varijacije uzorka: V =

S

=
Xn

3=
it

(Xi*yn)sfi
ER
5L (X=X

(S5)3

- Figerov koeficijent asimetrije uzorka K4 = —

- Pirsonov koeficijent spljostenosti (akscesa) uzorka Kg =

3° Realizovani uzorak. Realizovana statistika

Realizovani uzorak (x1, 9, ..., z,): niz konkretnih podataka dobijenih posle izvlagenja
uzorka i registrovanja vrednosti obeleZja na elementima uzorka.

Realizovane vrednosti statistika T,,, m,, ., s>, s, ... : brojevi koji se dobijaju kada se
vrednosti realizovanog uzorka uvrste u statistike.

e Ocene parametra

Osnovni problem matematicke statistike: na osnovu uzorka (Xi, Xo,
kakva je raspodela obelezja X.

Raspodela obelezja Cesto zavisi od parametra.
ocenjuje na osnovu realizovanog uzorka.

woy X5 ) zakljuditi
Ako je parametar nepoznat, on se

Ocene parametra mogu biti:

- tackaste,

- intervalne.
Napomena. Sve metode deskriptivne statistike izlozene u poglavlju 4 vazei
za podatke prikupljene u uzorku, tj. prikazivanje podataka i izra¢unavanje

osnovnih numerickih karakteristika vrsi se na isti nacin za uzorak kao i za
celu populaciju.
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4° Tackaste ocene parametra

Ocena nepoznatog parametra 6 je broj.
Postupak nalazenja:
- bira se odredjena statistika,
- vrednosti realizovanog uzorka se zamenjuju u njoj,
tako dobijeni broj je ocena nepoznatog parametra na osnovu datog uzorka.

Nepoznati parametar obeleZja Statistika kojom se ocenjuje
m - aritmeticka sredina populacije X, - aritmeticka sredina uzorka
o2 - disperzija S? - popravljena uzoracka disperzija
o - standardna devijacija S - popravljena standardna devijacija

5° Intervalne ocene parametra

Ocena nepoznatog parametra 0 je interval.
Postupak nalazenja;
- biraju se dve statistike
U1 = Uux (Xl, XQ, ceey Xn) i U2 == UQ(Xl, XQ, ceey Xn)
takve da je
P{U, <0 <Us} =+,
gde 7 ne zavisi od 6 i naziva se nivo poverenja. (U1, Us) je

- interval poverenja za parametar 6 na nivou poverenja, ili, vy,
- 100v% interval poverenja za 6.

Jednostrani interval poverenja: jedna od statistika Uy, Us je konstanta.

Najces¢e vrednosti nivoa poverenja ~v: 0,9; 0,95; 0,99.

5°1. Intervalne ocene parametara normalne N(m,o?) raspodele
Ocena parametra m

dati uslov interval opis

¢ kvantil
1+

, - .= oy | reda =71

o® poznato | (X, C\/ﬁvX”+C\/ﬁ) N(0,1)

raspodele

¢ je kvantil

s ) reda H%

tnfl

raspodela

o2 nepoznato | (X, — C%;Xn + cn

Ocena parametra o>

zahtev interval opis
c je kvantil
reda 1 —~

raspodele
2

jednostrani interval (0; M)
C

n—1 .
c1 - kvantil
reda 1_77, c2
(n—1)S2? . (n—1)S> - kvantil
T 7) 14+~

reda =

dvostrani interval | (“—;

Xn—1
raspodele
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5°2. Intervalne ocene parametara p binomne B(n,p) raspodele (0 < p < 1)

L broj elemenata u uzorku koji ima datu osobinu;

p = % ocena nepoznate verovatnoce da element populacije ima datu
osobinu;

¢ kvantil reda 12 normalne N(0,1) raspodele (Tabela 3).

Uslov koris¢enja: n > 30, np > 5, n(1 —p) > 5.

5.2 ResSeni zadaci

Zadatak 5.1. Dat je uzorak

I [ [5,13) [ [13,21) [ [21,29) [ [29,37) | [37,45) | [45,53)
fi 4 9 2 5 9 3

(a) Prikazati podatke graficki histogramom.
(b) Odrediti realizovane vrednosti statistika.

Resenje.

(a)

MW

&

Slika 5.1

(b)

e Obim uzorka: n = 32. Potrebna izracunavanja su data u sledecoj tabeli:

L 1LIFE] pi zi]afi] @2fi (o — %0 [ (@ — 7)) fi [ (i — T0)* fi
[5.13) |4 4 [0,125|9 | 36 | 324 | —19,75| —30814,94 | 808597, 02
[13,21) 9113(0,281|17| 153 | 2601 | —11,75| —14600,11 | 171551,29
[21, 29) 2115(0,063|25| 50 | 1250 | —3,75 | —105, 4688 395,51
[29,37)] 5120|0,156(33| 165 | 5445 | 4,25 383, 8281 1631, 27
[37, 45) 9129(0,281 (41| 369 |15129| 12,25 16544,39 | 202668, 785
[45,53) | 3 132(0,093|49| 147 | 7203 | 20,25 24911,29 | 504453, 762

E 32 920 131952 —3681 1489295, 63
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e Aritmeticka sredina uzorka:

] ) - 1 n
— statistika: X,, = -~ z;Xi.
P

6 920
— realizovana vrednost statistike: Tgy = 55 3 @ f; = 5 = 28,75.
i=1
e Disperzija uzorka
—2 1< —2
fmmmmw%:ﬁgyﬁfxn
— realizovana vrednost statistike:
-2 1 ¢ 2 -2
S32 = @Zlﬂ%fz — T32
31952
) 2
= —— — 28,75
532 32 )
= 998,5 — 826,5625
171,9375

e Standardna devijacija uzorka

— statistika: S, = \/ S

— realizovana vrednost statistike:

171,9375 = 13,112494...

13,112

S32

532
e Popravljena disperzija uzorka
1 - 2

— statistika: S = —— () X7 —nX
statisti n—l(; i —nX,)

— realizovana vrednost statistike:

6
1
2 _ 2,  9o=2
¢ = 3—1(;%]‘} 32T55)
1
2 = gi(31952 —32.28,75%)
31952 —26450 5502
B 31 - 31
= 177,483871

e Popravljena standardna devijacija uzorka

— statistika: S = V52

— realizovana vrednost statistike: s = 13,3223
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e Standardna greska sredine uzorka

S
Jn

— realizovana vrednost statistike: s =

— statistika: S =

13,3223 13,3223
V32 5,657

=2,355
e Koeficijent varijacije uzorka

S
— statistika: V = = - 100%
Xn
— realizovana vrednost statistike:
13,3223
= ’ -100% = 0, 4634 - 100
v 28,75 % =0, %

v o= 46,34%

e Medijana uzorka
N
— statistika: M, = L., + 2f7 .
— realizovana vrednost statistike:
* medijalni interval: [29,37)
* Fre—1 =15, fme =55 dme =8

16 — 15

8
Mme = 29 + 8=20+ = =30.6

e Mod uzorka
dy
0t dy Tmo
— realizovana vrednost statistike:
* modalni intervali: [13,21),[37,45)
* modalni interval: [13,21)

— statistika: Mo = Ly, +

d = 9-4=5
dy = 9-2=17
5
2 = 13+ -—_.8=16,33
Mo t517 ’

e FiSerov koeficijent asimetrije uzorka

1 & _—
E ;(Xz - Xn)3

—=3

S

— statistika: K4 =

n
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— realizovana vrednost statistike:

1
= (@i—Tx)’fi 3681

32 ¢ 39 115,03
fg = —i=1 =32 __ 9" _ (51
A 5, (13,112)3 ~ 2254,27 :
ka<O
Pirsonov koeficijent spljostenosti uzorka:
1 ¢ -
_ tilen s _ =1
statistika: Kg = AL
— realizovana vrednost statistike:
18
— Y (z; —T)tf;  1489295,626
Lo 02 ; _ T m 4654049
e (32,)? T (171,94)2  29563,36

kp < 3.

Zadatak 5.2. Pretpostavimo da imamo dovoljno razloga da smatramo da u jednoj velikoj
grupaciji ljudi visina ima normalnu raspodelu sa standardnom devijacijom o = 16 cm.
Srednja vrednost visine kod 100 slucajno izabranih ljudi je T190 = 175 cm. Odrediti 99%
interval poverenja za nepoznatu aritmeticku sredinu m populacije — nepoznatu prosecnu
visinu u celoj grupaciji ljudi.

Resenje.

Obim uzorka: n = 100.

Realizovana uzoracka aritmeticka sredina: Tig9 = 175.
Standardna devijacija populacije: o = 16.

Nivo poverenja: v = 0,99.

¢ je kvantil reda

N(0,1) raspodele (Tabela 3)

2,5758 - 16
e =220 0 g 19198
Vn 10
Interval poverenja za nepoznatu aritmeticku sredinu m populacije na nivou pove-
renja 99% je
(175 —4,12; 175+ 4,12) = (170,88; 179,12).

Mozemo smatrati da se prose¢na visina u celoj grupaciji ljudi nalazi izmedu 170, 88 c¢m
i179,12 e¢m.
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Zadatak 5.3. Odrediti 90%-ni interval poverenja za aritmeticku sredinu obeleZja X ¢ija
je raspodela N (m,22%) na osnovu uzorka obima n = 20.

1,2:1,3;2,0;1,4;2,3;1,1;2,5:1,8; 1,5: 1, 8;
2,2,2,3;2,2;1,1;1,3;1,5;1,7;1,9;2,5; 1, 4.
ResSenje.

e Obim uzorka: n = 20

Realizovana aritmeticka sredina uzorka je:

1
Tog = %(1,2—&—1,34—270—%...4—174)

35
20
= 1,75

Standardna devijacija populacije: o = 2

e Nivo poverenja: v = 10,9

c je kvantil reda

1+~ 1,9
— = =0,95
2 2 ’
N(0,1) raspodele (Tabela 3);
¢ = 1,6449.
1,6449 - 2 2
o L6492 B8 ..

*n T T Va0 44721

e TraZzeni interval poverenja za m je
(1,75 —0,736; 1,75+ 0,736) = (1,014; 2,486)
Mozemo smatrati da se aritmeticka sredina obelezja X nalazi izmedu 1,014 i 2, 486.

Zadatak 5.4. Iz populacije c¢ije obelezje X ima normalnu raspodelu N (m,4) raspodelu,
izvucen je uzorak

20|01 ]2 34
fi 115201395

Odrediti interval poverenja za nepoznatu aritmeticku sredinu m populacije na nivou pove-
renja: (a) vy =0,9; (b) v=0,95; (¢) v =0,99.

ReSenje. Deo potrebnih izra¢unavanja sadrzi sledeca tabela

x| fi | Tifi
0 15 0

1 120 20
2 [ 13| 26
319 27
4 5 20
S 1621 93
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e Nivo poverenja: v = 0,95

Obim uzorka: n = 62

Za dati nivo poverenja:

Realizovana aritmeticka sredina uzorka je:

_ 93
T = =

62 62
Tga = 1,5

Standardna devijacija populacije: o = v/4 = 2

1+ 1,95

2

2

= =0,975

c=1,96 (Tabela 3)

Llags

1,96 -2
V62

= 0,498

e TraZeni interval poverenja za parametar m.

(a) Interval poverenja na nivou poverenja 0,9 je (1,082, 1,917), (c) Interval poverenja na

= 0,49784...

(1,5 —0,498; 1,5+ 0,498) = (1,002; 1,998).

nivou poverenja 0,99 je (0,846, 2,154).

Napomena.

Ako se poveca obim uzorka, smanuje se duZina intervala poverenja, jer se sa
povecanjem obima uzorka povec¢ava preciznost ocene. S druge strane, ako §to
je vecéa standardna devijacija populacije, vec¢a je i duzina intevala poverenja,
jer je veca neodredenost.

Zadatak 5.5. Obelezje X ima normalnu N (m,4) raspodelu. Na osnovu uzorka

Treba primetiti da, ako se poveca nivo poverenja, povecava se i
duZina intervala poverenja. Ako Zelimo vecu sigurnost, poverenje, moramo
uzeti Siri interval poverenja. Ocena za m ¢e biti manje precizna, ali ¢emo
biti sigurniji da je tacna.

1;

[_O? 57 Oa 5)

[0,5;1,5)

[1,5;2,5)

[2,5;3,5)

3,5:4,5

fi

1

4

6

12

2

Odrediti: (a) 90%; (b) 95%; (¢) 99%, interval poverenja za aritmeticku sredinu m popula-

cije.

Resenje. Deo potrebnih izra¢unavanja dati su u sledecoj tabeli.
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I Ji | @i | @ifi
[-0,5;0,5) | 1 | 0 0
0,5;1,5) 1 4
1,5;2,5) 6 | 2 12
(2,5;3,5) | 12| 3 36
[3,5;4,5) 2 | 4 8
> 25 60
e Obim uzorka: n = 25
e Realizovana aritmeticka sredina uzorka je:
60
Tos = — = 2,4
Z25 25 ’
e Standardna devijacija populacije: o = v/4 = 2.
(c)
e Nivo poverenja: v = 0,99
e Za dati nivo poverenja:
1+~ 1,99
— = =0,995
2 2 ’

¢ =2,5758 (Tabela 3)

2,5758 - 2
e L 220002 g 03032
Vn 5
e Interval poverenja za nepoznatu aritmeticku sredinu populacije m na nivou pove-
renja 99% je
(2,4 —1,03; 2,4+ 1,03) = (1,369; 3,43).

(a) Interval poverenja na nivou poverenja 0,9 je (1,742; 3,058),
(b) Interval poverenja na nivou poverenja 0,95 je (1,616; 3,184).

Zadatak 5.6. Uzet je uzorak od 25 stanovnika jednog grada kako bi se ocenila proseéna
potrosnja odredenog artikla godisnje. Pokazano je da je ta prosecna potro$nja uw ovom
uzorku 186 dinara sa popravijenom disperzijom uzorka 144 dinara. Odrediti 95% interval
poverenja za aritmeticku sredinu populacije, tj. prosecnu potrosnju w gradu.

Resenje.
e Obim uzorka: n = 25

e Realizovana uzoracka sredina: To5 = 186

e Realizovana popravljena standardna devijacija uzorka
s=vV144 =12

e Nivo poverenja: v = 0,95
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e ¢ je kvantil reda

to4 raspodele (Tabela 1)

o ¢ o= 2002 = 4,896
e TraZeni interval poverenja za m je:
(186 — 4,896; 186 + 4,896) = (181,104; 190,896).

MoZemo smatrati da se prose¢na godiSnja potroSnja posmatranog artikla kreée izmedu
181,104 i 190,896 dinara.

Zadatak 5.7. Obelezje ima normalnu N (m, o?) raspodelu na osnovu uzorka

Ii [0’2) [2’4) [4a6) [678)
fi 4 7 12 7

Odrediti 95% (90%,99% ) interval poverenja za srednju vrednost populacije.

Resenje. Potrebna izracunavanja su prikazana u sledecoj tabeli.

L o | fi [afi]|22f
0,2) | 1| 4| 4 4
2,4) | 3 7 21 63
[4,6) | 5 | 12| 60 | 300
[6,8) | 7 7 49 343
S 30 | 134 | 710
e Obim uzorka: n = 30.
e Realizovana uzoracka sredina:
134

T30 = —— = 4,4666...
T30 30 5 666

Realizovana popravljena disperzija uzorka:

1
2 2
= —(710—-30-4,4

s 55 (710 =30 4,47%)
110,573
= 20 — 3,812862...
5 3,81286

Realizovana popravljena standardna devijacija uzorka:

s = Vs2=1,952...
s = 1,9
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e nivo poverenja: v = 0,95

¢ je kvantil reda

1
Y 0,975
2
tog raspodele (Tabela 1)
¢ = 2,045.
o (.t — 2045195 _ B98TTS _ ) 79809

Vvn /30 5,477
e TraZeni interval poverenja za m je

(4,47 — 0,73; 4,474 0,73) = (3,74; 5,2).

Zadatak 5.8. Posmatramo obelezje X - procenat ¢istog metala u rudi koji ima normalnu
raspodelu. Iz uzorka obima n = 30 dobijena je popravijena disperzija uzorka s3, = 7,27.
Za niwvo poverenja v = 0,9 odrediti dvostrani i jednostrani interval poverenja za nepoznatu
disperziju populacije o2.

Resenje.

e Obim uzorka: n = 30.

e Realizovana popravljena disperzija uzorka: s = 7,27
e nivo poverenja: v =0,9

o (n—1)s?>=29.7,27 = 210,83

Jednostrani interval poverenja
e ¢ je kvantil x3, - raspodele reda 1 —y = 0,1

¢ = 19,7677

(n—1)s? 210,83
= = 10,66537...
* T 19,7677
TraZeni interval je: (0;10,665).
Mozemo smatrati da se diperzija procenta Gistog metala u rudi kreée izmedu 0% i

10, 665%.

Dvostrani interval poverenja
e ¢ je kvantil reda

11—y

S 0,05
X39 rapodele (Tabela 4)

c=17,7084

® ¢ je kvantil reda

1+~

S 0,95
X292 rapodele (Tabela 4)

co = 42,557
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(n—1)s> 210,83

- — 11,90564...
* T a 17,7084
(n—1)s* 210,83
- — 4,95406...
* T 42,557

e TraZzeni interval je: (4,954; 11,906).
Mozemo smatrati da se diperzija procenta ¢istog metala u rudi kreée izmedu 4,954% i

11,906%.

Zadatak 5.9. Obelezje ima normalnu N'(m,o?) raspodelu. Na osnovu uzorka

I; [_0757075) [0757175) [1757275) [2a57375) [3757475)
fi 1 4 6 12 2

Odrediti:
(a) 95% (90%,99% ) interval poverenja za srednju vrednost m populacije;

(b) 95% (90%,99%) jednostrani i dvostrani interval poverenja za nepoznatu disperziju
2
a?.

Resenje. Potrebna izracunavanja su prikazana u sledecoj tabeli.

I; fi | @i | @fi | 22fi
[-0,5;0,5) | 1 0 0 0
[0,5;1,5) 4 1 4 4
[1,5;2,5) 6 2 12 24
(2,5;3,5) 12 | 3 36 108
[3,5;4,5) 2 4 8 32
25 60 168
e Obim uzorka: n = 25.
e Realizovana uzoracka sredina: ZTos = 2,4
e Realizovana popravljena disperzija uzorka:
2 = i(168—25.2 4?)
24 ’
2 =1
(a)
e Nivo poverenja: v = 0,95
e c je kvantil reda
1
LEY o975
2
to4 raspodele (Tabela 1):
c= 2,064
4.1
o o200 0g
Vn 5
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e TraZeni interval poverenja za m je:
(2,4 —0,4128, 2,4 + 0,4128) = (1,9872, 2,8128)

(b) Jednostrani interval
e Nivo poverenja: v = 0,9
e ¢ je kvantil reda

1—-v=0,1

X3, raspodele (Tabela 4):
¢ = 15, 6587
(n—1)s*  24-1
c 15,6587

=1,53269...
e Trazeni jednostrani interval poverenja za o2 je:
(0, 1,533)

Dvostrani interval

e ¢ je kvantil reda
0,1—~

=0,05
X3, rapodele (Tabela 4)

c= 13,8484

e 5 je kvantil reda

1+~
—=0,95
2 )

X242 rapodele (Tabela 4)

Co = 36,415
(n—1)s> 24
e T 13,8484
(n—1)s> 24
s 36,415

= 1,7330...

= 0,6590...

e Trazeni dvostrani interval za nepoznatu o2 je
(0,959, 1,733).

Zadatak 5.10. Obelezje ima normalnu N'(m,o?) raspodelu. Izvucen je uzorak:

LI L3 B B0 [79) ] o1l
fi 14 20 30 24 12

Odrediti:
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(a) 95% interval poverenja za m ;

(b) 95% jednostrani i dvostrani interval poverenja za nepoznatu disperziju o?.

Resenje. Potrebna izracunavanja su prikazana u sledecoj tabeli.

I; fi i | xfi | 22
1,3) | 14 | 2 | 28 | 56
3,5) 20 4 80 320
5,7) 30 6 180 | 1080
7,9) 24 8 192 | 1536

[9.11) 12 10 | 120 | 1200

S5 100 600 | 4102

e Obim uzorka: n = 100.
e Realizovana uzoracka sredina: Tigp = % = 6.

e Realizovana popravljena disperzija uzorka:

1
2 = (4192 — 100 - 62

s 2, 445362...

Dakle, 52 = 5,9798, s = 2,445.
e Nivo poverenja: v = 0,95

(a) ¢ je kvantil reda
1
1Y 0,075
2
to4 raspodele (Tabela 1):
c=2,98.
s 1,98-2,445

vn 10

Trazeni interval poverenja za m je:

=0,48411

(6 — 0,484; 6+ 0,484) = (5,516; 6,484).

(b) Jednostrani interval

e ¢ je kvantil reda

1—~v=0,05
X3 raspodele (Tabela 4):
¢ = 77,9295
—1)s? .
o (n-D)s”_ 99-5,9798 7,59661...

c 77,9295
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e Trazeni jednostrani interval poverenja za o2 je:

(0, 7,5966)
Dvostrani interval
e ¢ je kvantil reda
L—v
— =0,25
2 )
X2 rapodele (Tabela 4)
1 = 74,2219.
e (5 je kvantil reda
1
Y 0,975
2
Xo92 rapodele (Tabela 4)
co = 129,561
(n—1)s2  99-5,0798
= = 2...
- Loa1g = 970085
(n—1)s*> 99.5,9798
= = 4,569277...
* T 129,561 ’

e Trazeni dvostrani interval za o2 je
(4,569, 7,976).

Zadatak 5.11. Sto komponenti je testirano i nadeno je da 33% od njih funkcionise vise
od 500 casova. naéi 95% interval poverenja da komponenta funkcionise vise od 500 casova.

Resenje.
e Obim uzorka: n = 100
e Nivo poverenja: v = 0,95
e Broj elemenata u uzorku koji ima datu osobinu: I = 93

e QOcena verovatnoée da komponenta funkcionige vige od 500 ¢asova:

1 93
e T
e ¢ je kvantil reda
1
% — 0,975

normalne raspodele A/(0,1), (Tabela 3)

c=1,96
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0,93(1 — 0,93)
- 1 il Sl i

¢ n , 96 100
0,93.
100

= 1,964/0,000651 = 0,05

= 1,96 0,07

e TraZeni interval poverenja je:
(0,93 —0,05; 0,93 +0,05) = (0,88; 0,98)

Zadatak 5.12. Medu prvih 3000 beba rodenih 2016. godine u nekom gradu bilo je 1578
decaka. Odrediti 99% interval poverenja za verovatnocu p rodenja decaka.

Resenje.
e Obim uzorka: n = 3000
e Nivo poverenja: v = 0,99
e Broj rodenih decaka u uzorku: | = 1578

e QOcena verovatnoce rodenja decaka:

I 1578
h= - = 2% _ 0 526
b= T 3000
e ¢ je kvantil reda
1
44%;1 — 0,995

normalne raspodele A/(0,1), (Tabela 3)

¢ =2,5758

(1—p) 0,526-0,474
N 9158\ 3000
0, 249324
= 25758 oo
’ 3000

2,5758 - 0,0091
= 0,023

e TraZeni interval poverenja je:

(0,526 — 0,023; 0,526 + 0,023) = (0,503; 0,549)

100



5.3 Zadaci za vezbu

1. Obelezje X ima normalnu A (m,9) raspodelu. Na osnovu uzorka

T, ] [0,10) | [10,20) | [20,30) | [30,40) | [40,50) | [50,60)
7l 10 23 53 35 17 12

odrediti 95% interval poverenja za nepoznatu aritmeticku sredinu populacije.

2. Koristec¢i podatke iz prvog zadatka ovog poglavlja, a uz pretpostavku da posmatrano
obelezje X ima normalnu N (m, o?) raspodelu, odrediti:

(a) Interval poverenja na nivou v = 0,99 za nepoznatu aritmeticku sredinu m
populacije;

(b) Jednostrani i dvostrani interval poverenja na nivou v = 0,99 za nepoznatu
disperziju o2 populacije.

3. Iz proizvodnje jednog proizvoda uzet je uzorak od 100 jedinica medu kojima je bilo
7 neispravnih proizvoda. Naéi 95% interval poverenja za verovatnoéu p neispravnih
proizvoda u proizvodnji ovog proizvoda.

4. 0Od 200 slu¢ajno izabranih i anketiranih radnika jednog preduzec¢a utvrdeno je da
je njih 60 zadovoljno poslom koji obavljaju. Odrediti 95% interval poverenja za
verovatnoc¢u p da je radnik tog preduzeca zadovoljan svojim poslom.

5. Fabrika je prosle godine proizvela 12250 proizvoda. Uzet je uzorak od 100 proi-
zvoda i medu njima je pronadeno 6 proizvoda koji nisu u skladu sa postavljenim
standardima.

(a) Oceniti procenat proizvoda proizvedenih prosgle godine u toj fabrici koji nisu u
skladu sa postavljenim standardima

(b) Oceniti u kojim granicama se ovaj procenat kreée na nivou poverenja v = 0, 95.

(c) Sa istim nivoom poverenja oceniti u kojim granicama se krece ukupan broj
proizvoda proizvedenih prosle godine u toj fabrici koji nisu u skladu sa postavljenim
standardima.

6. Aparat za merenje krvnog pritiska i mmHg je testiran na slu¢ajno odabranim stu-
dentima Maginskog fakulteta. Dobijeni su podaci. 118, 100, 119, 122, 113, 115,
113, 131, 119, 118, 116, 128, 123, 125, 136, 115, 124, 120, 121, 124. Odrediti 99%
interval poverenja za aritmeticku sredinu m krvnog pritiska studenata. Odrediti
95% jednostrani i dvostrani interval poverenja za disperziju populacije o2.

7. Pivara je nabavila novu masinu za punjenje limenki pivom limenke treba da sadeze
u proseku 340 g piva. Magina puni limenke standandardnom devijacijom 5,6 g.
Radi kontrole kvaliteta, da bi proverio da li je prosetna vrednost tezine piva u
limenci 340 g, menadzer uzima uzorak od 100 limenki i dobija da je aritmeticka
sredina tezine piva u uzorku 343 g. Odrediti 95% interval poverenja za nepoznatu
aritmeticku sredinu tezine piva u populaciji. Na osnovu njega zakljuciti da li je
proizvodnja ispravna, odnosno da li je aritmeticka sredina tezine piva u populaciji
340 g? (Uputstvo: Ako interval poverenja sadrzi 340g, proizvodnja je ispravna.)
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8.

10.

Kompanija za proizvodnju sijalica pocela je da proizvodi nove sijalica koje duze
traju, imaju duzi zivotni vek. U kompaniju smatraju da zivotni vek novih sijalica
ima istu disperziju ako i ramije, 0 = 16, ali ne znaju novi prose¢an zivotni vek
sijalice m. Da bi ocenili m, uzeli su sluéajan uzorak od n = 100 sijalica i za svaku
izmerili duzinu trajanja. Dobijena je arimeticka sredina uzorka Zi9p = 150 sati.
Oceniti m pomocu 95% intervala poverenja.

Obelezje X ima normalnu N (m, o?) raspodelu. Izvuéen je uzorak

m; 14 20 30 24 12

a) Odrediti 95% interval poverenja za matematicko ocekivanje m.

b) Odrediti 95% jednostrani i dvostrani interval poverenja za nepoznatu disperziju

o2.

Veéina avio kompanija dozvoljava punicima da unose dve putne torbe u avion.
Medtim, $to se viSe prtljaga unosi, duZe traje utovat i istovar prtljaga u avion.
Jedna regionalna avio kompanija razmatra mogucénost da svojim putnicima dozvoli
unofenje samo jednog komada prtljaga u avion. Odludili su da prikupe podatke
na osnovu kojih ée doneti odluku. Izabran je slucajni uzorak od 1000 putnika i
utvrdeno da je 345 od njih u avion unelo viSe od jednog komad aprtljaga.

(a) Na osnovu ovih podataka odrediti 95% interval poverenja za procenat putnika
na koji bi uticala nova politika "jednog prtljaga".

(b) Ako avion ove kompanije ima kapacitet od 568 putnika, na osnovu prethodnog
rezultata odrediti u kojim granicama se krece broj putnika koji bi u avion uneli vige
od jednog prtljaga.
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Glava 6

Testiranje statistickih hipoteza -
Neki parametarski testovi

6.1 Teorijske osnove

e Testiranje statisti¢kih hipoteza

Testiranje hipoteze: oblast statisticke analize koja

- omogucuje sistematsko donoSenje odluka o problemima koji u sebi sadrze
neodredenost,

- omogucuje da se podaci dobijeni iz uzorka mogu kombinovati sa statistickom
teorijom i na taj nacin izvode zakljucci o celoj populaciji,

- otklanja uticaj subjektivnosti pojedinca i tako dovodi do racionalnijeg i
tacénijeg zakljucéivanja.

1° Statisticki test
Statisticka hipoteza: svaka pretpostavka o raspodeli obelezja X.

Statistic¢ki test: postupak prihvatanja ili odbacivanja statistickih hipoteza na osnovu
realizovanog uzorka.

Statisticki test: niz (X, Xo, ..., Xp); Ho, Hy, C),
u kome su

- (X1, Xa, ..., X)) uzorak,
- Hy, H; par hipoteza koje se uvek javljaju prilikom izvodenja
statistickog testa.

e Testiranje vrednosti parametara

Sprovodi se kada je poznat oblik raspodele obelezja, ali je nepoznat neki od parametara
te raspodele.

2° Vazni pojmovi
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Nulta hipoteza Hy(6 = 6y): pretpostavka da je moguca vrednost nepoznatog parametra
0 broj 90.

Alternativna hipoteza: negacije nulte hipoteze 1 moze se javiti u jednom od sledeca tri
oblika
H1(9 7’5 90), H1(9 > 90), H1(6 < 90)
Oblast odbacivanja nulte hipoteze ili kriticna oblast za nultu hipotezu: skup C podskup
skupa realnih brojeva.

1° Podela statistickih testova

IzvrSena na osnovu oblika alternativne hipoteze.

- Dvostrani test: Ho(0 = 0y), Hi(0 # 61);
- Jednostrani test

: donji: Ho(e = 90), H1(9 < 00);
. gornji: Hg(e = 90), H1(9 > 90)

e Statisticki test - procedura
Korak 1: Izbor hipoteza Hy i H;.

Korak 2: Izbor nivoa znac¢ajnosti c.
Bira je istraziva¢ - najcéesée: 0,1; 0,01 i 0,05.

Korak 3: Izbor test statistike T (koja sluzi kao kriterijum za donosenje odluke) i
odredivanje kriti¢ne oblasti C'.

Korak 4: Izracunavanje realizovane vrednosti t,., statistike 7' testa iz dostupnih
podataka.

Korak 5: Statisticki zakljucak

-treg € C = Hy seodbacuje na osnovu datog uzorka, na nivou znacajnosti
o

-treg ¢ C = Hp na osnovu datog uzorka nemamo osnova da odbacimo
hipotezu Hy, na nivou znacajnosti a.

e Greske prve i druge vrste

Prilikom testiranja hipoteze Hy protiv alternativnhe mogu nastati dve greske.

Greska prve vrste sa verovatno¢om «a: hipoteza Hj je tacna, ali zbog slu-
¢ajnosti izbora uzorka, realizovana vrednost test statistike pada u kriti¢nu
oblast C, pa se hipoteza H, odbacuje.

Greska druge vrste sa verovatnocom [: hipoteza H; je tacna, ali zbog
sluc¢ajnosti izbora uzorka, realizovana vrednost test statistike pada van
kriti¢ne oblasti C, pa se hipoteza H( prihvata.

Jos neki pojmovi
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a: nivo znacajnosti ili veliina testa;
1 — a: senzitivnost testa;
1 — 3: specifi¢nost testa.

stanje (istina) na populaciji

odluka na osnovu
analize uzorackih
podataka

Hj je tacna

Hi je tatna

Prihvata se Hy

Ispravan zakljucak (1 — «)

greska druge vrste (3)

Odbacuje se Hy

Greska prve vrste ()

Ispravan zakljucak (1 — f3)

Napomena. Nivo znacajnosti « znaéi, da ako bismo bili u moguénosti da
biramo veéi broj uzoraka, na osnovu 100 - (1 — a)% uzoraka bismo dobili
ispravan zakljucak, a na osnovu 100-a% ne. Kako raspolazemo samo jednim
uzorkom, prihvatamo zaklju¢ak na osnovu njega kao tacan, a navodimo da
je dobijeni zaklju¢ak na nivou znacajnosti .

e Testovi kada obeleZje ima normalnu A (m, 0?) raspodelu

3° Testiranje hipoteze o srednjoj vrednosti m obelezja

3°1. Disperzija populacije 02 obeleZja jeste poznata - z-test

. Test statistika:

Xn—
Tzimo\/ﬁ

o
Hy(m = myg)
alternativna kriti¢na oblast uputstvo
Hi(m > mg) C = e, 0) ¢ je kvantil reda 1 — a, N (0,1) raspodele
Hi(m < myg) C = [—o0,(] ¢ je kvantil reda a, N (0,1) raspodele
Hy(m # mg) | C = (=00, —c]U][c,00) | ¢ je kvantil reda 1 — ¢, N (0,1) raspodele

Tabela 3
3°2. Disperzija populacije o2 obeleZja nije poznata - Studentov t-test

. Test statistika: L

X —

T=2n"M0 o
S

Ho (m = mo)
alternativna kriti¢na oblast uputstvo
Hi(m > myg) C =lc,00) c je kvantil reda 1 — «, t,,_1 raspodele
Hi(m < myg) C =[—00,(] c je kvantil reda «, t,,_1 raspodele
Hy(m #myg) | C = (=00, —c]U][c,00) | cje kvantil reda 1 — &, ,_; raspodele
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3° Testiranje hipoteze o disperziji o2 obelezja

- Hipoteze: Ho(o? = 03), Hi(0? > o}).

. Test statistika
(n—1)82

T —
2
)

- Kriti¢na oblast: C' = [¢, ),
c je kvantil reda 1 — o za x2_; raspodelu (Tabela 4).

e Testiranje hipoteze o nepoznatoj verovatnoéi populacije

. Hipoteze: Ho(p = po), Hi(p # po)-
. Ocena nepoznate verovatnoce p da element populacije ima datu osobinu je statistika

p=t
gde su

-n obim uzorka - L broj elemenata u uzorku koji ima tu osobinu
. Test statistika: R
D — Do

Po(1—po)
n

7 =

. Kriti¢na oblast: C' = (—o0, —c] U [¢, +00)
¢ je kvantil reda 1 — § normalne N(0,1) raspodele (Tabela 3)

Uputstvo za upotrebu: kada obim uzorka n zadovoljava uslove: npg > 5in(1—py) > 5.

6.2 ReSeni zadaci

Zadatak 6.1. Aritmeticka sredina trajanja sijalica v wzorku od 100 sijalica je 1570h,
sa poznatom standardnom devijacijom populacije 120h. Ako je m aritmeticka sredina
trajanja sijalici te fabrike (populacije), testirati hipotezu Ho(m = 1600) protiv altednativne
Hi(m # 1600) koristeéi nivo znaéajnosti: (a) o = 0,05; (b) o = 0,01.
Resenje. Posmatrano obelezje X ima N (m, 1202) raspodelu

e Obim uzorka: n = 100

Aritmeticka sredina uzorka: T1g9 = 1570

Standardna devijacija populacije: o = 120

Hipoteze:
Hy(m = 1600), H; = (m # 1600)

Test statistikas:
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e realizovana vrednost test statistike:

1570 — 1600
reg = —gg V100 = ~0,25 10 = ~2,5

(a)
e Nivo znacajnosti: a = 0,05

e ¢ je kvantil reda

1-%:1-0,025:0,975

N (0,1) raspodele (Tabela 3)
c=1,96

e Kriti¢na oblast: C' = (—o0; —c] U [¢; +00), tj.
C = (—00;—1,96] U [1,96; +00) (Slika 6.1)

e Statisticki zakljucak:
treg = —2,5 € C = Hj se odbacuje.

1,96

Slika 6.1

(b)
e Nivo znacajnosti: o = 0,01

e ¢ je kvantil reda
1— % —1-0,005=0,995

normalne N (0, 1) raspodele (Tabela 3):

c=2,58.
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e Kriti¢na oblast je C' = (—o0; —2,58] U [2, 58; +00)

o Statisticki zakljucak: t,., = —2,5 ¢ C, sledi da nemamo osnova da odbacimo
hipotezu Hy.

Zadatak 6.2. Prosecni vek trajanja sijalice je 2000 h, sa standardnom devijacijom od:
(a) 150 h, (b) 250 h. Izabran je slucajni wzorak od 100 sijalica i na osnovu toga je odredena
srednja vrednost 1935 h. Sa rizikom od 1% moZe li se pretpostaviti da uzorak koji je izabran
odgovara standardu?

Resenje. Posmatrano obelezje X ima A (m,1502) ili N' (m, 250%) raspodelu pa prime-
njujemo z - test.

e Obim uzorka: n = 100

e Aritmeticka sredina uzorka: Ti199 = 1935

o mgy = 2000

e Hipoteze:
Hy(m = 2000), H;(m < 2000)

e Nivo znacdajnosti: o = 0,01
e Standardna devijacija populacije: o = 150
e Test statistika _
T — Xn = my \/ﬁ

g

e Realizovana vrednost test statistike:

1935 — 2000
treg = ———“2\/100 = —4, 33
g 150

e Kriti¢na oblast: C' = (—o0, c|

— ¢ je kvantil reda @ = 0,01 normalne A (0, 1) raspodele (Tabela 3).
Za a=0,01 < 0,5 vazi:

€0,01 = —C1-0,01 = —Co,99 = —2,3263

pa je
C = (—o0, —2,3263], (Slika 6.2).

e Statisticki zakljucak:
treg € C == Hy se odbacuje na nivou znacajnosti a = 0, 01.
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4,83 2,326

Slika 6.2

Zadatak 6.3. Iz populacije sa obeleZjem X za koje je poznato standardno odstupanje 30,
uzet je uzorak obima n = 998 i na osnovu njega je dobijena srednja vrednost 24,3. Sa
nivoom znacajnosti od o = 0,05 testirati hipotezu Ho(m = 24), protiv alternativnih (a)
Hy(m > 24); (b) Hi(m # 24).

Resenje. Posmatrano obelezje ima N (m, 30?) raspodelu te primenjujemo z - test.

Obim uzorka: n = 998

Aritmeticka sredina uzorka: T,, = 24,3
Standardna devijacija populacije: o = 30
Nivo znacajnosti: a = 0,05

Test statistika:

Xn—
Tzim\/ﬁ
o

Realizovana vrednost test statistike:

24,3 - 24
treg = - 30 V998 = 0, 316.

(a) Gornji jednostrani test:

Ho(m = 24), Hl(m > 24)
Kriti¢na oblast: C = [¢, +00),
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e gde je ¢ je kvantil reda

1—a=0,95

normalne N (0, 1) raspodele (Tabela 3), odnosno

pa je

¢ =1,6449,

C = [1, 6449, +0),

e Statisticko zakljucivanje:

treg = 0,316 ¢ C' = nemamo osnova da odbacimo hipotezu Hy na nivou znacaj-

nosti a = 0, 05.

(Slika 6.3).

Zadatak 6.4. Obelezje X ima normalnu N (m;1,2) raspodelu. Na osnovu uzorka

Slika 6.3

0,316 1,6449

Ii [_0757()’5) [Oa53175) [17572a5)

[2,5;3,5)

[3,5;4,5)

fi 1 4

6

12

2

testirati hipotezu Ho(m = 2) protiv alternativne Hy(m > 2) sa nivoom znacajnosti: (a)

a=0,05; (b) «a=0,01; (¢c) a=0,1

Resenje. Kako je disperzija 0? = 1,2 ove raspodele poznata, to koristimo z - test. U

reSavanju ovog zadatka koristi¢emo podatke dobijene u Zadatku 5.5.

e Obim uzorka: n = 25

e Aritmeti¢ka sredina uzorka: Tos = 2,4

e Vrsta testa: gornji jednostrani

o Test statistika




e Realizovana vrednost test statistike:

2,4-2 2
treg == V25 = = 1,826

1,2 1,095
(a) Nivo znacajnosti je a = 0, 05.
e Kriti¢na oblast: C' = [¢, +00)
— ¢ je kvantil reda
1—a=0,95

normalne N (0,1) raspodele (Tabela 3), ¢ = 1,6449, pa je
C = [1,6449; +00).

e Statisticko zakljucivanje
treg = 1,826 € C' = Hj se odbacuje na nivou znacajnosti o = 0, 05.

Zadatak 6.5. Iz populacije sa obelezjem X : N(m,o?) uzet je uzorak obima n = 25 i na
osnovu njega je dobijena sredina uzorke Tos = 4 i popravljena disperzija uzorka s> = 1,44.
Sa nivoom znacagnosti o = 0,01 testirati hipotezu Ho(m = 2) protiv alternativne Hy(m #
2).

Resenje. Primenjuje se Studentov t - test

e Dati podaci:

n=25
Tos = 4
s2=1,44
a=0,01

e Realizovana vrednost test statistike:

4-2 —
ty-eg:ﬁ 25:8,33

e Kriti¢na oblast: C' = (—o0, —c] U [¢, +00)
— c je kvantil reda

1— = =0,99

| R

Studentove to4 raspodele, (Tabela 1

~—

)

c=2,797,

pa je
C = (—00;—2,797] U [2, 797; +00), (Slika 6.4).
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Statisticko zakljucivanje:
treg = 8,33 € C = Hj se odbacuje na nivou znacajnosti o = 0, 01.

2,797

Slika 6.4

Zadatak 6.6. Masina proizvodi ploce debljine 0,5mm. Da bi se proverilo da li maSina

dobro

radi uzet je wzorak od n = 25 ploca i na osnovu njega odredena je aritmeticka

sredina uzorka Tos = 0,53 mm i (popravljeno) standardno odstupanje uzorka s = 0,03 mm.
Testirati hipotezu da su ploce propisane debljine sa novoom znacajnosti od o = 0,01.
(Ho(m =0,5), Hi(m #0,5))

Resenje. Posmatrano obelezje X ima N(m,o?) raspodelu, pa primenjujemo Studentov
t - test.

Obim uzorka: n =25
Sredina uzorka: Tos = 0,53
Popravljeno standardno odstupanje: s = 0,03

Hipoteze:
Hy(m =0,5). Hi(m #0,5)
Nivo znacajnosti: @ = 0,01

Test statistikas:

X, —
T:LTTRO\/H

Realizovana test statistika:

0,53 — 0,5
treg = ——————V25=5
7 0,03
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e Kriti¢na oblast: C' = (—o0, —c] U [—¢, +0)
— ¢ je kvantil reda
e
2
Studentove to4 raspodele (Tabela 1)

= 0,995

c=2,797
C = (—00;—2,797] U [2,797; +00), (Slika 6.5).

e Statisticko zakljucivanje:

treg = 5 € C = Hj se odbacuje na nivou znacajnosti ao = 0, 05.

2,797

Slika 6.5

Zadatak 6.7. Masina proizvodi kuglice precnika debljine 0,5cm. Da bi proverili da li
kuglice imaju precnik propisane debljine uzima se uzorak od n = 10 kuglica. Ako je arit-
meticka sredina uzorka 0,53 i (popravijeno) uzoracko standardno odstupanje 0,03 cm, testi-

rati hipotezu da masina proizvodi kuglice propisanog preénika sa nivoom znacajnosti 0,05.
(Ho(m = 0, 5), Hl(m 75 0, 5))

Resenje. Kako disperzija populacije nije poznata, primenjujemo Studentov t - test.

e Obim uzorka: n = 10
e Sredina uzorka: T19 = 0,53
e Popravljeno standardno odstupanje: s = 0,03

e Nivo znacajnosti: o = 0,05
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Hipoteze: Ho(m =0,5), Hi(m #0,5)

Test statistika: T = @\/ﬁ

Realizovana test statistika:

0,53 —0,5 0,03
treg = — "ZV10 = 2—+/10 = V10 = 3,16227
9 0,03 0 0,03

treg = 3,16

Kriti¢na oblast: C' = (—oo, —c] U [¢, +0)

— c je kvantil reda

1-%-1-
2

0’205 =1-0,025=0,975

Studentove tg taspodele (Tabela 1), ¢ = 2,262 pa je

C = (—00;—2,262] U [2,262; +00), (Slika 6.6).

Slika 6.6

e Statisticko zakljucivanje:
treg = 3,16 € C = Hj se odbacuje na nivou znacajnosti 0, 05.

Zadatak 6.8. Obelezje X ima normalnu N' (m,0?) raspodelu. Na osnovu uzorka

I; [70757()’5) [0353 175) [17572a5) [2355375) [37574a5>
fi 1 4 6 12 2
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2) protiv alternativne: (a) Hi(m > 2); (b) Hi(m # 2) sa

testirati hipotezu Ho(m =
niwvoom znacajnosti o = 0,05

Resenje. Primenjujemo Studentov t - test. Koristicemo izra¢unate podatke iz Zadatka

5.9
n =25
Tos = 2,4
2=1

e Realizovana vrednost test statistike:

2,4-2
’1 V25 =2

treg =

(a)

e Kriti¢na oblast: C' = [¢, 00)

— c je kvantil reda
1—a=0,95

Studentove to4 raspodele (Tabela 1)
c=1,711

C =[1,711;400),  (Slika 6.7).

e Statisticko zakljucivanje:
treg = 2 € C = Hj se odbacuje na nivou znacajnosti 0, 05.

1,711 2

Slika 6.7
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e Kriti¢na oblast: C'= (—o0,—c] U [¢, 0)

— ¢ je kvantil reda 1 — 995 — (), 975 Studentove to4 raspodele (Tabela 1), ¢ =
2,064, pa je

2

C = (—o00; —2,064] U [2,064, c0).

e Statisticko zakljucivanje
lreg = 2 ¢ C' = nemamo osnova da odbacimo Hy na nivou znac¢ajnosti 0, 05.

Zadatak 6.9. Iz jedne populacije je dobijen uzorak

Ii

[210,250) | [250,290) | [290,330) | [330,370)

fi

30 70 40 10

(a) Izraéunati srednju vrednost uzorka, popravljenu disperziju i popravljenu standardnu

devijaciju;

(b) Testirati hipotezu Ho(m = 290) protiv alternativne Hyi(m # 290) sa nivoom zna-

cagnosti od o = 0,01.

(c) Testirati hipotezu Ho(m = 290) protiv alternativne Hi(m < 290) sa nivoom zna-

cagnosti o = 0,01.

Resenje. (a)

e Obim uzorka: n = 150

I; fi | o | wifi ; fi
[210, 250) 10 | 230 | 6900 1587000
[2507 290) 70 | 270 | 18900 | 5103000
[290,330) | 40 | 310 | 12400 | 3844000
[3307 370) 10 | 350 | 3500 1225000

> 150 41700 | 11759000

41700
150 — 150 = 278
1 Lo 166400
@(11759000 =150 - 278%) = 9~ 1116, 7785
Vs? = 33,4182
33,42

(b) Primena Studentovog t - testa

e Nivo znacajnosti: o = 0,01

e Hipoteze:

e Realizovana vrednost test statistike

278 — 290
treg = ———— - V150 = —4,3972
g 33,42
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e Kriti¢na oblast: C' = (—o0; —c] U [¢; +00)
— c je kvantil reda

1-2=0,99

| 2

Studentove t149 raspodele (Tabela 1

~—

c=2,617
C = (—o00;—2,617] U [2,617; 4+00), (Slika 6.8).

e Statisticko zakljucivanje:
treg = —4,3972 € C = Hj se odbacuje na nivou znacajnosti a = 0, 01.

Treg

-2,617 2,617 2,932

Slika 6.8

(c) Primena Studentovog t - testa

— Nivo znag¢ajnosti: a = 0,01
— Hipoteze
Hy(m = 290), Hi(m < 290)

— Realizovana vrednost test statistike
278 — 290

treg = B V150 = —4,3972
— Kriti¢na oblast: C' = (—o0, (]

- ¢ je kvantil reda
a=0,01

Studentove t149 raspodele (Tabela 1). Kako je « = 0,01 < 0,5
C=Cq = —Cl—a = —Cp,99 = —2,358

pa je
C = (—o0; —2,358], (Slika 6.9).
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— Statisticko zakljucivanje:
treg = —4,3972 € C = Hj se odbacuje na nivou znacajnosti o = 0, 01.

-4,3972  -2,358

Slika 6.9

Zadatak 6.10. Biolog je posmatrao broj leptirova X u uzorku od 121 i zabeleZio sledece
rezultate

x| 1] 234|556 | 7|89
fil 7111116 | 1726|3111 |1]1

(a) Izracunati srednju vrednost uzorka, popravljenu disperziju i popravljenu standardnu
devijaciju.

(b) Testirati hipotezu Hy(m = 5) protiv alternativne Hy(m # 5) sa nivoom znacajnosti
od oo = 0,05.

(¢) Testirati hipotezu Ho(o? = 3) protiv alternativne Hq(o? > 3) sa nivoom znacajnosti

od o = 0,05.

Resenje. (a) Obim uzorka: n =121

fi [ xifi | af | 2lfs
7 7 1 7

11 22 4 44
16 48 9 144

17 68 | 16 | 272
26 | 130 | 25 | 650
31 | 186 | 36 | 1116
11 7T | 49 | 539
1 8 64 | 64
1 9 81 81
121 | 555 2917

©| oo| | | G| x| o po| = | 8B
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555

T = _— = 4
T121 121 ,99
1 367, 7599

2 = (2917 -121-4,59%) = ==
s 190 217 ,59%) 120
s2 = 3,06
s = Vs?
s = 1,75

(b) Primenjujemo Studentov t - test

e Hipoteze:
Hyo(m =5), Hi(m #5)

e Nivo znacajnosti: a = 0,05

e Realizovana vrednost test statistike:

trog = 2 SV = - o — 2,577
e Kriti¢na oblast: C' = (—o0; —c] U [¢, +00)
— c je kvantil reda N
-5 =007
Studentove t129 raspodele (Tabela 1)
c=1,98

C = (—00;—1,98] U [1, 98; 4+00), (Slika 6.10).

e Statisticko zakljucivanje:
treg = —2,577 € C = H, se odbacuje na nivou znacajnosti 0, 05.

1,98

Slika 6.10
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e Obim uzorka: n = 121

e Hipoteze:
Hy(o? =3), Hi(c? > 3)

e Popravljena disperzija uzorka: s? = 3,06
e Nivo znacajnosti: o = 0,05

o Test statistika

—1)82
T (n 2)5
%0
e Realizovana vrednost test statistike:
121 - 3,06
trog = ——2— =122,4
3
e Kriti¢na oblast: C = [¢, +00)
— c je kvantil reda
1—a=0,95
X390 raspodele (Tabela 4)
c= 124,342

C = [124,342; +0), (Slika 6.11).

e Statisticki zakljucak

treg = 122,4 ¢ C = nemamo osnova da odbacimo Hj na nivou znacajnosti
a=0,05.

1 724377

Slika 6.11

Zadatak 6.11. Odreden tehnoloski postupak se smatra stabilan ako je disperzija predmeta
koji se pravi jednaka 1,8. Iz uzorka obima n = 15 dobijena je popravijena disperzija uzorka
5?2 =2,5. Testirati da li je postupak stabilan na nivou znacajnosti o = 0, 05.
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Resenje.
e Obim uzorka: n =15

e Hipoteze:
Hy(o? =1,8), Hy(0?>1,8)

e Popravljena disperzija uzorka: s> = 2,5
e Nivo znacajnosti: a = 0,05
e Test statistika

(n—1)S?

2
0o

T =

e Realizovana vrednost test statistike:
. 14-2,5 35
e o1,8 1,8

= 19,44

e Kriti¢na oblast: C' = [¢, +00)

— c je kvantil reda
1—-a=0,9

X3, raspodele (Tabela 4)
¢ = 23,685

C = [23,685; +00), (Slika 6.12).
e Statisticki zakljucak

treg = 19,44 ¢ C = nemamo osnova da odbacimo Hj na nivou znacajnosti
a=0,05.

Slika 6.12

Zadatak 6.12. Prema standardima prosecan broj nedostataka po 1 m? tkanine ne sme
biti veéi od 3. Na slucajan nacin odabrano je 100 m? tkanine i na svakom kvadratnom
metru thanine je izbrojan broj nedostataka. Dobijeni su rezultati:
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broj nedostataka | 1 2 13|45 |6|7|8]9]10
broj m? 512152215 (8|5 |33 2

Ako znamo da broj nedostataka na tkanini ima normalnu raspodelu, sa nivoom znacajnosti
a = 0,01, testirati hipotezu da ova vrsta tkanine zadovoljava uslove standarda.

Resenje.
e Obim uzorka: n = 100

e Hipoteze:
Hy(m =3), Hi(m>3)

e Nivo znacajnosti: a = 0,01

e Potrebna izracunavanja:

v | fi xfi ]| 27 | 22f;
1 15 15 1 15
2 12 24 4 48
3 15 45 9 135
4 | 22 88 16 | 352
5 15 75 25 375
6 8 48 36 | 288
7 5 35 49 245
8 3 24 64 192
9 3 27 81 243
10 | 2 20 | 100 | 200
100 | 401 2093
Ti00 = % =4,01
9 1 9 484,99
s° = ®(2093 —100-4,01°) = 99 = 4,8988...
2 = 4,9

e Realizovana vrednost test statistike:

4,01 -3 ~—
t'reg == ,479 10 :4,56

e Kriti¢na oblast: C' = [¢, +00)

— c je kvantil reda
1—-a=0,99

Studentove tgg raspodele (Tabela 1)
¢ = 2,358

C = [2,358; +00), (Slika 6.13)
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e Statisticko zakljucivanje
treg = 4,56 € C = Hj se odbacuje na nivou znacajnosti 0, 01.

4,56 2,358

Slika 6.13

Zadatak 6.13. U wuzorku od 200 proizvoda proizvedenih na izvesnoj masini 24 su nei-
spravna. Testirati hipotezu da masina proizvodi 10% neispravnih proizvoda za o = 0, 05.

Resenje.

e Hipoteze:
HO(P = Oa 1)7 Hl(p # 07 1)

e Nivo znacajnosti: a = 0,05

Obim uzorka: n = 200

e Ocena za p:

5= 2 010
P=500 ="

Realizovana vrednost test statistike:

0,12—-0,1 0,02

o — = 0,943
Freg 0,1-0,9 0,0212
200
e Kriti¢na oblast: C' = (—o0, —c] U [¢, +00)
— c je kvantil reda
«
1——==0,975
2 )
normale A (0, 1) raspodele (Tabela 3)
c=1,96
C = (—o0;—1,96] U [1, 96; +00),, (Slika 6.14).

e Statisticko zakljucivanje:

Zreg = 0,943 ¢ C = nemamo osnova da odbacimo Hj na nivou znacajnosti
a = 0,05.
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freg
-1,96 0,943 1,96

Slika 6.14

Napomena. Kako je npp = 200-0,12 =24 > 51in(1 —py) = 200- 0,88 =
176 > 5 to ovaj test ispunjava uslove primene.

Zadatak 6.14. Proizvodac¢ turdi da u 90% slucajeva novi lek pomaze bolesni-
cima. Novi lek je dat grupi od 250 bolesnika ¢ lek je doveo do ozdravljenja njih 160.
niwou znacajnosti o = 0,01 ispitati da li je proizvodac u pravu.

Resenje.
e Dato:
- po=0,9
— L =160
— n =250
e Hipoteze:

Ho(p = 0,9)7 Hl(p 7é 079)
e Ocena za p:
160

—— =0,64
250 ~ 0

]5 =
Realizovana vrednost statistike:

0,64—0,9 0,26

Rreg = = — =
g 0,64—0,36 0,03
250

—8,67

Kriti¢na oblast:
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— c je kvantil reda
1— % = 0,995

normalne N (0, 1) raspodele (Tabela 3)
c=2,5758
C = (—o0; —2,5758] U[2,5758: +00),  (Slika 6.15).

e Statisticko zakljucivanje:

Zreg = —8,67 € C = Hj se odbacuje na nivou znacajnosti o = 0, 01.
F
z
re;
3}:5- -2,5758 23758
Slika 6.15

6.3 Zadaci za vezbu

1. Secer se pakuje u kese koje po standardu treba da su tezine 1 kg. U cilju kontrole
uzet je uzorak od n = 100 pakovanja. Znajuéi da je standardno odstupanje o =
30 g, i nivo znacajnosti a = 0,05 testirati hipotezu da u pakovanjima ima manje
Secera. (Hoy(m = 1000), Hy(m < 1000))

2. Fabrika za proizvodju guma je pocela da proizvodi gume novog dizajna za koje
smatra da je prose¢na duzina predenih kilometara veéa od 60 hiljada kilometara.
Poznato je da je standardna devijacija predenih kilometara na populaciji o = 4,7
hiljada kilometara. Ispitan je uzorak od n = 100 guma i dobijena je atitmeticka
sredina uzorka ZTi99 = 60,24 hiljada kilometara. Da li se na nivou znacajnosti
a = 0,05 moze smatrati da gume novog dizajna ispunajvaju uslov da im je prosecna
duzina predenih kilometara veéa od 60 hiljada kilometara?

3. Agencija za medunarodnu dostavu pogiljki tvrdi da moze da isporud posiljke svojih
klijenata u proseku za 6 dana. Menadzer prodaje povremeno proverava dostavu
birajuéi sluéajni uzorak i odredujuéu broj dana potrebnih za isporuku. Iz uzorka
od n = 40 posiljki dobio je aritmetic¢ku sredinu broja dana potrebnih za isporuku
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T100 = 6,65, dana sa disperzijom uzorka od s> = 2,25 dana. Da li se na nivou
znacajnosti @ = 0,01 moZe smatrati da je prosecan broj dana potrebnih za isporuku
posiljke veéi od 67

. Rasadnik prodaje patuljasto voée i u deklaraciji tvrdi da je druge godine nakon
sadnje prosecan prinos bresaka po drvetu jednak 30 kg. Iz uzorka od n = 28
stabla bresaka, druge godine nakon sadnje dobijen je prosecan prinos Tog = 25 kg,
sa standardnom devijacijom uzorka s = 15 kg. Na nivou znacajnosti « = 0,05
proveriti da li rasadnik ispunjava navode iz deklaracije.

. Na osnovu podataka iz zadatka 4. proveriti da li je standardno odstupanje o prinosa
bresaka druge godine nakon sadnje jednako 10.

. Za podatke u tabeli

I | [1,3) | [3,5) | [5,7) | [7,9)
Ji 6 8 11 5

(a) IzraGunati srednju vrednost uzorka, popravljenu disperziju i popravljenu stan-
dardnu devijaciju;

(b) Testirati hipotezu Ho(m = 6) protiv alternativne Hi(m # 6) sa nivoom zna-
¢ajnosti od a = 0, 05.

(c) Testirati hipotezu Ho(o? = 1,5) protiv alternativne H;(o? > 1,5) sa nivoom
znacajnosti od o = 0, 05.

. Firma za izradu softverskog dizajna je razvila prototip nove obrazovne igre za decu.
Vazan faktor za uspeh ovakve igre na trzistu je vreme potrebno da dete odigra igru.
Iz iskustva je poznato da prosetno vreme trajanja igre treba da je 10 minuta, sa
standardnom devijacijom 2 minuta. Iz uzorka od n = 10 dece koji su odigrali igru
dobijena su vremena koja su bila potrebna da svako dete odigra igru:

9, 14, 118, 13, 15, 11, 10 7, 12.

(a) Na nivou znacajnosti @ = 0,05 proveriti da li nova igra ispunjava uslov za
prosecno vreme trajanja igre.

(b) Na nivou znacajnosti « = 0,01 proveriti da li nova igra ispunjava uslov za
standardnu devijaciju vremena trajanja igre.

. Visoka IT 8kola zahteva od svojih studenata posedovanje kompjuterske pismenosti.
Studenti moraju da pokazu vestinu koris¢enja kompjuterskih programa za obradu
podataka i obradu teksta. da bi proverili da li su studenti kompjuterski pismeni,
organizuje se polaganje testa na kraju svakog semestra. Test je sacinjen tako da ga
polozi bar 70% studentata koji su sluali poseban kurs posveéen tim kompjuterskim
programima. U sluéajnom uzorku od n = 100 studenta koji su odslusali kurs, njih
63 je polozili test kompjuterskih vestina. Koji se zaklju¢ak moze izvesti o tezini
testa, se na nivou znacajnosti a = 0,017

. Prodavnici su isporucene vekne belog hleba mase 800 grama. Na slu¢ajan nacin
izabrano je 60 vekni hleba i ustanovljeno je da 8 vekni ima masu manju od 800
grama. Ugovorom je precizirano da procenat vekni koje imaju masu manju od 800
grama ne sme biti veéi od 12%. Da li, na nivou znacajnosti @ = 0,01 moZemo
smatrati da isporucena koli¢ina hleba zadovoljava uslove ugovora?
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10. Primenom starog leka kod 5 od 75 pacijenata registrovani su nezeljeni efekti. Pri-
menom novog leka na 100 pacijenata, nezeljeni efekti su se pojavili kod 3 pacijenta.
Da li se moze tvrditi da novi lek izaziva nezZeljene efekte kod statisticki znacajno
manjeg procenta pacijenata? Koja je nulta hipoteza, koja je alternativna hipoteza?
Testirati hipoteze na nivou znacajnosti 0,05.
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DODATAK
Skup realnih brojeva R

Pojam realnog broja je jedan od najvaznijih pojmova matematike. Sistem realnih bro-
jeva, operacije definisane na njemu i osobine koje mora imati su deo matematickog sadrzaja
proucavanog kako u osnovnom i srednjoSkolskom Skolovanju, tako i u pocetnim matema-
tickim kursevima osnovnog akademskog Skolovanja. Ovde sledi samo kratko podsecanje.

e Algebarske osobine ovog sistema daju pravila po kojima se realni brojevi sabiraju,
oduzimaju, mnoZe i dele. Vazno je podsetiti se da deljenje nulom nije mogucée. Naime
izrazi poput

ol g

0 0

smatraju se nedefinisanim.

e Osobine poretka (ili uredenja) nam omogucavaju da moZemo uporedivati dva
realna broja. Slede¢a vazna pravila su njihova posledica.

e Pravila nejednaéina. Ako su a,b i ¢ realni brojevi, tada

l.a<b = a+c<b+g

2.a<b = a—-c<b—cg

.a<bic>0 = ac < bg

4. a<bic<0 = bc < ac

(a) specijalni sluéaj: a < b = —b < —a;
5..0>0 = 1>

6. ako su a i b oba pozitivna ili oba negativna tada a < b = % <

Q|

e Osobina potpunosti je veoma vazna za sva podruc¢ja matematicke analize jer se
na njoj zasniva pojam grani¢ne vrednosti. Opisno, bez ulaZenja u dublje tumacenje,
potpunost ili kompletnost realnih brojeva se ogleda u ¢injenici da ih ima dovoljno da
popune Citavu realnu pravu - da nema “rupa’ na njoj.
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6.4 Geometrijska interpretacija skupa R

e Zasniva na geometrijskoj interpretaciji realnog broja kao tacke na pravoj:

- ako je data prava [ i na njoj proizvoljna tacka O i duz OM, i, ako tacku O “progla-
simo” pocetnom a duz OM jedicom za merenje duzi, tada se svakom realnom broju moze
pridruziti jedna tacka prave [.

Prava [ se naziva brojna prava ili brojna osa. Vazi

% % /
0] M

Slika 6.16: Prava [ i jedini¢na duz OM

e Cantorova (Kantorova) aksioma. Svakom realnom broju odgovara jedna tacka
brojne prave i obrnuto, svakoj tacki na brojnoj pravoj odgovara jedan i samo jedan realan
broj.

Zahvaljujuéi tome koristicemo ravnopravno pojmove skup realnih brojeva i realna
prava i oznaciti je sa R. Element r skupa R zvaéemo realni broj ali i realna tacka, ili
samo tacka.

6.5 Podskupovi skupa R

Ukratko ¢emo se podsetiti najvaznijih delova, tj. podskupova, skupa R.

Prazan skup () - skup koji nema elemenata.

Skup prirodnih brojeva
N={1,2,3,...,n,...}.

Zbog nerazjasnjenog odgovora na pitanje da li 0 jeste ili nije prirodni broj, ako
potreba nalaze da se 0 prikljuci skupu N, onda se to zapise N = NU 0, a skup N
se naziva prodiren skup prirodnih brojeva.

e Skup celih brojeva
Z={..,—n,...,—2,-1,0,1,2,....n,...} = {#n|n € N°}.
e Skup racionalnih brojeva

QZ{%\m,nEZ,n;«éO}.

Neka su a i b realni brojevi takvi da je a < b. Jedan od najvaznijih delova realne
prave jeste interval, tj. skup kome pripadaju svi realni brojevi izmedu brojeva a i b.
Tacke a i b se nazivaju krajnjim ili graniénim tackama, a tacka x koja se nalazi izmedu
njih je wnutrasnja tacka. Skup svih unutrasnjih tacaka intervala naziva se wnutrasnjost
tog intervala. Intervali mogu biti kona¢ni i beskonac¢ni. Geometrijski tumaceno konacni
intervali su neke duZi realne prave a beskonacni intervali su poluprave brojne prave ili
sama realna prava.
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e Konacni interval je

— zatvoren ako sadrzi svoje krajnje tacke Cesto se naziva i segment;
— poluotvoten ili poluzatvoren ako sadrzi samo jednu grani¢nu;

— otvoren ili samo interval ako ne sadrzi nijednu svoju grani¢nu tacku
e Beskona¢ni interval je

— zatvoren ako sadrZi svoju (jednu jedinu) grani¢nu tacku;

— otvoren ako ne sadrzi svoju (jednu jedinu) grani¢nu tacku.

Cela realna prava R je beskonacni interval koji je istovremeno i otvoren i zatvoren.
Pregled tipova intervala dat je na slici 6.17.

(a,b)= {x‘a<x<b}

a b

[a,6]={x|a<x<b} . .

[a,0)={x|a<x<b} . >

(a,b]={x|a<x<b} o .
(@, +o)={x|x>a} >
[a,+o0)={x|x2>a} .

(~o0,b)={x|x<b} >

(o0.b]={x |x<b} *

(~o0,40)=R

Slika 6.17: Razli¢iti tipovi intervala na realnoj pravoj
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PRILOG

I. Statisticke formule

I1. Statisticke tabele
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