
Sistemi linearnih jedna£ina

Teorija

Op²ti sistem od m linearnih jedna£ina sa n nepoznatih:
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

m � broj jedna£ina, n � broj nepoznatih, m = n � kvadratni sistem.
U matri£nom obliku: AX = b, gde je

A =

a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn


m×n

, X =


x1

x2
...
xn


n×1

, b =


b1
b2
...
bm


m×1

.

Pro²irena matrica sistema:

P (A) =
[
A

∣∣ b ]
m×(n+1)

Kroneker�Kaperlijeva teorema

Za sistem Am×n, P (A)m×(n+1):

1. Ako je rang(A) = rang(P (A)) = n, sistem ima jedinsteno re²enje.

2. Ako je rang(A) = rang(P (A)) < n, sistem ima beskona£no mnogo re²enja

(n− rang(A) promenljivih je slobodno).

3. Ako je rang(A) < rang(P (A)), sistem nema re²enja.

Napomena 1: Rang matrice moºe se tretirati kao broj �korisnih� jedna£ina, tj. onih
koje se me�usobno ne mogu dobiti kao njihova kombinacija.

Napomena 2: Kada rang transformi²emo na stepenaste forme, kolone sa slobodnim
£lanovima odgovaraju slobodnim promenljivima.
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Kramerovo pravilo

Za kvadratni sistem (m = n):

xk =
detAk

detA
, k = 1, 2, . . . , n

gde je Ak matrica dobijena zamenom k-te kolone matrice A kolonom slobodnih £lanova b.

1. Ako je detA ̸= 0, sistem ima jedinsteno re²enje (Kramerovo pravilo).

2. Ako je detA = 0 i bar jedan detAk ̸= 0, sistem nema re²enja.

3. Ako je detA = 0 i svi detAk = 0, sistem ima beskona£no mnogo re²enja ili nema
re²enja.

Zadaci

Zadatak 1

Re²iti sistem linearnih jedna£ina:{
x+ 2y = 4

2x+ y = 1

Re²enje � Jacobi metod:

x+ 2y = 4 / · (−2)

2x+ y = 1

x+ 2y = 4, −3y = −7 ⇒ y = 7
3

x = 4− 2y = 4− 14
3
= −2

3

Re²enje � matricom pro²irenja:

P (A) =

[
1 2

∣∣ 4
2 1

∣∣ 1

]
−2V1→V2−−−−−→

[
1 2

∣∣ 4
0 −3

∣∣ −7

]
V2: −3y = −7 ⇒ y = 7

3
; V1: x = 4− 2 · 7

3
= −2

3
.

rang(A) = 2 = rang(P (A)) = n = 2 ⇒ jedinsteno re²enje: (x, y) =
(
−2

3
, 7
3

)
.

Zadatak 2

Re²iti sistem linearnih jedna£ina:{
x+ 2y = 4

2x+ 4y = 8

Re²enje:

P (A) =

[
1 2

∣∣ 4
2 4

∣∣ 8

]
−2V1→V2−−−−−→

[
1 2

∣∣ 4
0 0

∣∣ 0

]
2



rang(A) = 1 = rang(P (A)) = 1 < n = 2 ⇒ beskona£no mnogo re²enja.
Slobodna promenljiva: y = t ∈ R, pa je x = 4− 2t.
Re²enje: R =

{
(t, 4−t

2
)
∣∣ t ∈ R

}
, tj. x = t, y = 4−t

2
.

Zadatak 3

Re²iti sistem linearnih jedna£ina:{
x+ y = 2

2x+ 2y = 3

Re²enje:

P (A) =

[
1 1

∣∣ 2
2 2

∣∣ 3

]
−2V1→V2−−−−−→

[
1 1

∣∣ 2
0 0

∣∣ −1

]
rang(A) = 1 < rang(P (A)) = 2 ⇒ sistem nema re²enja.

Zadatak 4

Re²iti sistem linearnih jedna£ina:
x1 + x2 + 2x3 + 2x4 = 5

2x1 + x2 − x3 − x4 = 0

3x1 + 2x2 + x3 + x4 = 5

−x1 − x2 + 2x3 + 2x4 = 3

Re²enje:

P (A) =


1 1 2 2

∣∣ 5
2 1 −1 −1

∣∣ 0
3 2 1 1

∣∣ 5
−1 −1 2 2

∣∣ 3

 −2V1→V2,−3V1→V3, V1→V4−−−−−−−−−−−−−−−−→


1 1 2 2

∣∣ 5
0 −1 −5 −5

∣∣ −10
0 −1 −5 −5

∣∣ −10
0 0 4 4

∣∣ 8



−V2→V3−−−−−→


1 1 2 2

∣∣ 5
0 −1 −5 −5

∣∣ −10
0 0 0 0

∣∣ 0
0 0 4 4

∣∣ 8

 V3↔V4−−−−→


1 1 2 2

∣∣ 5
0 −1 −5 −5

∣∣ −10
0 0 4 4

∣∣ 8
0 0 0 0

∣∣ 0


rang(A) = 3 = rang(P (A)) = 3, n = 4 ⇒ beskona£no mnogo re²enja, 4 − 3 = 1

slobodna promenljiva.
Slobodna promenljiva: x4 = t ∈ R.
V3: 4x3 + 4t = 8 ⇒ x3 + t = 2 ⇒ x3 = 2− t

V2: −x2 − 5(2− t)− 5t = −10 ⇒ −x2 − 10 + 5t− 5t = −10 ⇒ x2 = 0

V1: x1 + 0 + 2(2− t) + 2t = 5 ⇒ x1 + 4 = 5 ⇒ x1 = 1

R =
{
(1, 0, 2− t, t)

∣∣ t ∈ R
}
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Zadatak 5

Re²iti sistem linearnih jedna£ina:
x1 + 3x2 − 2x3 + x4 = 0

2x1 + x2 + 4x3 + x4 = 2

5x2 − 8x3 + 2x4 = 1

Za dat uslov x1 + x2 = −1 na¢i odre�eno re²enje.

Re²enje:

P (A) =

1 3 −2 1
∣∣ 0

2 1 4 1
∣∣ 2

0 5 −8 2
∣∣ 1

 −2V1→V2−−−−−→

1 3 −2 1
∣∣ 0

0 −5 8 −1
∣∣ 2

0 5 −8 2
∣∣ 1

 V2→V3−−−−→

1 3 −2 1
∣∣ 0

0 −5 8 −1
∣∣ 2

0 0 0 1
∣∣ 3


rang(A) = 3 = rang(P (A)), n = 4⇒ beskona£no mnogo re²enja, x3 = t ∈ R slobodna.
V3: x4 = 3
V2: −5x2 + 8t− 3 = 2 ⇒ x2 =

8t−5
5

= −1 + 8
5
t

V1: x1 = −3x2 + 2t− x4 = −3(−1 + 8
5
t) + 2t− 3 = 3− 24

5
t+ 2t− 3 = −14t

5

R =
{(

−14t
5
, −1 + 8

5
t, t, 3

) ∣∣∣ t ∈ R
}

Uslov x1 + x2 = −1: −14t
5
+ (−1 + 8

5
t) = −1 ⇒ −6t

5
= 0 ⇒ t = 0

Odre�eno re²enje: x1 = 0, x2 = −1, x3 = 0, x4 = 3

Zadatak 6

Re²iti sistem linearnih jedna£ina:
x1 − x2 + 2x3 = 0

x1 + x2 − x3 = 3

3x1 − x2 + 5x3 = 1

4x1 − 2x2 + 5x3 = 3

Re²enje:

P (A) =


1 −1 2

∣∣ 0
1 1 −1

∣∣ 3
3 −1 5

∣∣ 1
4 −2 5

∣∣ 3

 −V1→V2,−3V1→V3,−4V1→V4−−−−−−−−−−−−−−−−−→


1 −1 2

∣∣ 0
0 2 −3

∣∣ 3
0 2 −1

∣∣ 1
0 2 −3

∣∣ 3



−V2→V3,−V2→V4−−−−−−−−−−→


1 −1 2

∣∣ 0
0 2 −3

∣∣ 3
0 0 2

∣∣ −2
0 0 0

∣∣ 0


rang(A) = 3 = rang(P (A)) = n = 3 ⇒ jedinsteno re²enje.
V3: 2x3 = −2 ⇒ x3 = −1
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V2: 2x2 − 3(−1) = 3 ⇒ 2x2 = 0 ⇒ x2 = 0

V1: x1 − 0 + 2(−1) = 0 ⇒ x1 = 2 ⇒ x1 = 2
Re²enje: (x1, x2, x3) = (2, 0,−1).

Zadatak 7

Re²iti sistem linearnih jedna£ina Kramerovim pravilom:
x+ y + z = 6

2x− 3y + z = −1

3x+ y − 2z = −1

Re²enje:

detA =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
2 −3 1
3 1 −2

∣∣∣∣∣∣ = 6 + 3 + 2− (−9 + 1− 4) = 11− (−12) = 23 ̸= 0

Sistem ima jedinsteno re²enje.

detA1 =

∣∣∣∣∣∣
6 1 1
−1 −3 1
−1 1 −2

∣∣∣∣∣∣ = 23 detA2 =

∣∣∣∣∣∣
1 6 1
2 −1 1
3 −1 −2

∣∣∣∣∣∣ = 46 detA3 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 6
2 −3 −1
3 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = 69

x =
detA1

detA
=

23

23
= 1, y =

detA2

detA
=

46

23
= 2, z =

detA3

detA
=

69

23
= 3

Re²enje: (x, y, z) = (1, 2, 3).

Zadatak 8

Re²iti sistem linearnih jedna£ina:
x− 3y + 2z = 2

5x− 5y + 3z = 3

6x− 8y + 5z = 5

Re²enje:

detA =

∣∣∣∣∣∣
1 −3 2
5 −5 3
6 −8 5

∣∣∣∣∣∣ = −25− 54− 80− (−75− 24− 60) = −159 + 159 = 0

Po²to je detA = 0, prelaºimo na Jacobi metod:

P (A) =

1 −3 2
∣∣ 2

5 −5 3
∣∣ 3

6 −8 5
∣∣ 5

 −5V1→V2,−6V1→V3−−−−−−−−−−−−→

1 −3 2
∣∣ 2

0 10 −7
∣∣ −7

0 10 −7
∣∣ −7

 −V2→V3−−−−−→

1 −3 2
∣∣ 2

0 10 −7
∣∣ −7

0 0 0
∣∣ 0


rang(A) = 2 = rang(P (A)), n = 3⇒ beskona£no mnogo re²enja (z = t ∈ R slobodna).
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V2: 10y − 7t = −7 ⇒ y =
7t− 7

10

V1: x = 2 + 3y − 2t = 2 +
21t− 21

10
− 2t =

20 + 21t− 21− 20t

10
=

t− 1

10

R =
{(

t−1
10

, 7t−7
10

, t
) ∣∣∣ t ∈ R

}
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