Sistemi linearnih jednacina

Teorija

Opésti sistem od m linearnih jednacina sa n nepoznatih:
a11r1 + 12T + +++ + ATy = b1
A91X1 + Q29T + *++ + AopTy = b2
Am1T1 + A2 + -+ + Qpp Ty = bm

m — broj jednacina, n — broj nepoznatih, m = n — kvadratni sistem.
U matri¢nom obliku: AX = b, gde je
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ProSirena matrica sistema:

P(A) = [A ’ b]mx(nﬂ)

Kroneker—Kaperlijeva teorema

Za sistem Ayyxn, P(A)mx 1)
1. Ako je rang(A) = rang(P(A)) = n, sistem ima jedinsteno reSenje.

2. Ako je rang(A) = rang(P(A)) < n, sistem ima beskona¢no mnogo reSenja
(n — rang(A) promenljivih je slobodno).

3. Ako je rang(A) < rang(P(A)), sistem nema reSenja.

Napomena 1: Rang matrice moze se tretirati kao broj “korisnih” jednacina, tj. onih
koje se medusobno ne mogu dobiti kao njihova kombinacija.

Napomena 2: Kada rang transformisemo na stepenaste forme, kolone sa slobodnim
¢lanovima odgovaraju slobodnim promenljivima.



Kramerovo pravilo
Za kvadratni sistem (m = n):

= detAk
P det A

gde je A matrica dobijena zamenom k-te kolone matrice A kolonom slobodnih ¢lanova b.

k=1,2,...,n

1. Ako je det A # 0, sistem ima jedinsteno resenje (Kramerovo pravilo).
2. Ako je det A =01 bar jedan det A; # 0, sistem nema reSenja.

3. Ako je det A = 0 i svi det Ay = 0, sistem ima beskona¢no mnogo resenja ili nema
reSenja.

Zadaci

Zadatak 1

Resiti sistem linearnih jednacina:

2r4+y=1

{x+2y:4

ResSenje — Jacobi metod:

r+2y=4 /(-2

2r+y=1
r+2y=4, -3By=-7= yzg
ReSenje — matricom proSirenja:
12 41 2oviesw |1 2 4
ORI Ry A

Vor By=-T=y=1% Viao=4-2-I=-2

rang(A) = 2 = rang(P(A)) = n = 2 = jedinsteno reSenje: (z,y) = (—%,1).

Zadatak 2

Resiti sistem linearnih jednacina:

wIro

x+2y=4
2z + 4y = 8
Resenje:
12 41 —ovimsw |1 2 4
=l 5| d 0 | )



rang(A) = 1 =rang(P(A)) = 1 < n = 2 = beskona¢no mnogo resenja.
Slobodna promenljiva: y =t € R, pa je x =4 — 2t.
Resenje: R = {(t,45%) ‘ teR} tj. z =t y=5%5"L

Zadatak 3

Resiti sistem linearnih jednacina:
Ty =4
20+ 2y =3

S| 2] cvew 11| 2
=y |50 | 2

rang(A) = 1 < rang(P(A)) = 2 = sistem nema reSenja.

Zadatak 4

Resiti sistem linearnih jednacina:

Resenje:

Ty + Xo+ 223+ 224 =5
201 + 19 —x3 — 24 =0
3r1+ 229+ 23 +24 =05
—x1 — o+ 223 + 2204 = 3

Resenje:

1 1 2 2 5) 1 1 2 2 5)
o 2 1 _1 _1 0 72V1~>V2,73V1~)V3,V1*>V4\ 0 _1 _5 _5 _10
PA=13 5 1 1 |5 0 -1 =5 =5 | =10
-1 -1 2 2 3 0O 0 4 4 8

1 1 2 2 5) 1 1 2 2 5)

“Vvs [0 =1 =5 =5 —10| wew, |0 -1 =5 =5 —10

0 0 0 O 0 0o 0 4 4 8

0O 0 4 4 8 0O 0 0 O 0

rang(A) = 3 = rang(P(A)) = 3, n = 4 = beskona¢no mnogo reSenja, 4 — 3 = 1
slobodna promenljiva.
Slobodna promenljiva: x4 =t € R.

Vst dag + 4t =8 = w5 +1 =2 = |03 =2 — (]

Var =y — 5(2—t) = bt = =10 = —x3 — 10 + 5t — 5t = —10 = |z, = 0|

Vit o + 0422 )+ 2 =5= a2 +4=5=[z = 1]

R={(1,0,2—t1t)|teR}



Zadatak 5

Resiti sistem linearnih jednacina:

T, + 3xy — 223+ 24 =0
2x1+x2—|—4x3—|—x4:2
5$2—8$3+2$4:1

Za dat uslov x1 + 9 = —1 naéi odredeno resenje.
Resenje:
13 -2 1 0 1 3 -2 1 0 1 3 -2 1
PA=121 4 1 | 2| 22510 5 8 —1 | 2| 2B 10 -5 8 -1
0 5 -8 2 1 0 5 -8 2 1 0O 0 0 1

rang(A) = 3 = rang(P(A)), n = 4 = beskona¢no mnogo resenja, s =t € R slobodna.
‘/32 T4 = 3

Vi =By +8t—3=2=mp =85 = 118

Vitay = 3wy +2t —ay = —=3(-1+5) +20 -3 =3 -2 +2t -3 = =4

5

Uslov 1 + 25 = —1: =84 (=14 8t)=-1= -2 =0=1t=0
Odredeno resenje: ’xl =0, 29=—-1, 23=0, x4 = 3‘

Zadatak 6

Resiti sistem linearnih jednacina:

teR}

1 — To+ 223 =10
1+ 29 — 23 =3
3r1 — 9 +05x3 =1
4xy — 229 + 513 = 3

Resenje:

1 -1 2 0 1 -1 2 0
11 1 3| —Viovs,—3vimV, —avi—y, [0 2 =3 3
P(4) = 3 -1 5 1 0o 2 -1 1
4 -2 5 3 0o 2 -3 3

1 -1 2 0

_VQ—)‘/E37 —V2—>V4\ O 2 _3 3

0 0 2 -2

0 O 0 0

rang(A) = 3 = rang(P(A)) = n = 3 = jedinsteno reSenje.
Vi 2y = 2

\)



Va: 215 —3(—1) =3 = 215 = 0 = |25 = 0]

Vit 2y —042(=1) = 0= 21 =2 = |2y = 2|
Resenje: (21, x9,23) = (2,0, —1).

Zadatak 7

Resiti sistem linearnih jednacina Kramerovim pravilom:

T+y+z=06
2r —3y+z=-1
ShE =) — e — —ll

Resenje:
1 1 1
detA=12 -3 1|=6+3+2—(-9+1—-4)=11—-(-12)=23#0
3 1 =2

Sistem ima jedinsteno resenje.

6 1 1 1 6 1 1 1 6
detA;=|-1 -3 1|=23 detA;, =112 —1 1|=46 det Az =12 -3 —1| =169
-1 1 =2 3 —1 =2 3 1 -1
det A1 23 det AQ 46 det Ag 69 3
r = = — = f— —_ — = z = N —
detA 23 0 YT qeta 23 det A 23

Resenje: (z,y,2) = (1,2,3).

Zadatak 8

Resiti sistem linearnih jednacina:

T — 3y + 22 =2
5 — by + 3z =3
6r — 8y +5z =25

Resenje:
1 -3 2
det A=|5 =5 3|=-25—-54—-80— (=75 —24—60)=—-159+ 159 =0
6 —8 5

Posto je det A = 0, prelazimo na Jacobi metod:

132 |2 1 -3 2 2 1 -3 2 2
P(A) = |5 —5 3 | 3| =222l g 10 -7 | 7] =22% o 10 -7 | -7
6 -8 5 | 5 0 10 -7 | -7 00 0 0

rang(A) = 2 = rang(P(A)), n = 3 = beskonatno mnogo resenja (z =t € R slobodna).
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2A0-21 , 0420-20-200 (-1
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Viie=243y—2t=2+



