
Ekonomske funkcije

Matematika u inºenjerskom menadºmentu

Osnovni pojmovi

Oznake

� P � cena (price)

� Q � koli£ina (quantity)

Funkcija traºnje

Qd = f(P ) (Qd = Qd(P ))

� opadaju¢a funkcija.
Primer: Q(P ) = 180− 3P

Funkcija ponude

Qs = g(P ) (Qs = Qs(P ))

� rastu¢a funkcija

Ravnoteºa na trºi²tu

Ravnoteºa na trºi²tu: Qd = Qs

Ta£ka ravnoteºe: (Pe, Q(Pe))

Pe

Q(Pe)

Qd

Qs

P

Q

Odnos funkcije cene i funkcije traºnje

Funkcija cene: P = P (Q), funkcija traºnje: Q = Q(P ) � inverzne su jedna drugoj.
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Funkcija ukupnih prihoda (Total Revenue)

� u najprostijem obliku i pod uslovom da svi proizvodi imaju istu cenu:

TR(Q) = Q · P (Q)

TR(P ) = P ·Q(P )

Funkcija ukupnih tro²kova (Total Cost)

TC(Q) = C(Q) + C0

C0 � �ksni tro²kovi, TC(0) = C0.

Funkcija prose£nih prihoda i tro²kova

AR(Q) =
TR(Q)

Q
, AC(Q) =

TC(Q)

Q
, Q > 0

Funkcija dobiti (Pro�t)

Π(Q) = TR(Q)− TC(Q)

Interval rentabilne proizvodnje

IR: Q takvo da je Π(Q) > 0, tj. interval na kome je funkcija dobiti pozitivna.
Dobija se re²avanjem nejednakosti Π(Q) > 0, tj. TR(Q) > TC(Q).

Optimalna proizvodnja i maksimalna dobit

� Ukoliko postoji Q = Qmax iz intervala rentabilne proizvodnje za koji je dobit
maksimalna, onda takav obim proizvodnje zovimo optimalna proizvodnja

� Πmax = Π(Qmax) � maksimalna dobit

2



Zadaci

Zadatak 1

Za koju cenu se postiºe ravnoteºa na trºi²tu ako je funkcija traºnje Qd = (P − 2)2,
a ponude Qs = 2P − 1?

Re²enje:

Ravnoteºa: Qd(P ) = Qs(P ):

(P − 2)2 = 2P − 1

P 2 − 4P + 4 = 2P − 1

P 2 − 6P + 5 = 0

P1,2 =
6±

√
36− 20

2
=

6±
√
16

2
=

6± 4

2

P1 = 5 ⇒ Q(P1) = 9

P2 = 1 ⇒ Q(P2) = 1

Zadatak 2

Dnevna traºnja za nekim artiklom data je funkcijom Q(P ) = −P 2 + 10P + 11. Pri
kojoj ceni P ¢e traºnja biti maksimalna?

Re²enje:

Re²avamo −P 2 + 10P + 11 = 0:

P1,2 =
−10±

√
100 + 44

−2
=

−10± 12

−2
⇒ P1 = −1, P2 = 11

Parabola ima tememe (maksimum) u:

Pmax = − b

2a
= − 10

−2
= 5

−1 5 11

20

40

P

Q
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Zadatak 3

Funkcija ukupnih tro²kova data je sa TC(Q) = 3Q2, a funkcija prose£nih prihoda
je AR(Q) = −2Q+ 5.

a) Odrediti funkciju ukupnih prihoda TR(Q) i funkciju cene P (Q).
b) Odrediti funkciju trazºnje.
c) Odrediti interval rentabilne proizvodnje.
d) Odrediti proizvodnju i cenu pri kojoj se dobiti ne postaje maksimalna.

Re²enje:

a) Iz AR(Q) =
TR(Q)

Q
sledi TR(Q) = Q · AR(Q):

TR(Q) = Q(−2Q+ 5) = −2Q2 + 5Q

Iz TR(Q) = Q · P (Q):

Q · P (Q) = Q(−2Q+ 5) ⇒ P (Q) = −2Q+ 5

b) Funkcija traºnje (inverzna): iz P = −2Q+ 5:

Q =
−P + 5

2
⇒ Q(P ) =

−P + 5

2

c) Interval rentabilne proizvodnje Π(Q) > 0:

Π(Q) = TR(Q)− TC(Q) = −2Q2 + 5Q− 3Q2 = −5Q2 + 5Q

Π(Q) > 0 ⇔ −5Q2 + 5Q > 0 ⇔ −5Q(Q− 1) > 0

− 5Q2 + 5Q = 0 ⇒ Q1 = 0, Q2 = 1

1
2

1

5
4

Q

Π(Q)

IR = (0, 1)

d) Maksimum dobiti:

Qmax = − b

2a
= − 5

2 · (−5)
=

1

2

Π
(
1
2

)
= −5 · 1

4
+ 5 · 1

2
= −5

4
+ 5

2
=

5

4
� maksimalna dobit

P
(
1
2

)
= −2 · 1

2
+ 5 = 4 � cena
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Zadatak 4

Data je funkcija ukupnih tro²kova TC(Q) = eQ(2Q2 − Q + 1) i funkcija ukupnih
prihoda TR(Q) = eQ(Q2 + 3Q).

a) Odrediti funkciju cene P (Q), cenu pri granici Q = 2 i �ksne tro²kove.
b) Odrediti funkciju dobiti.
c) Odrediti interval rentabilne proizvodnje.

Re²enje:

a) TR(Q) = Q · P (Q):

eQ(Q2 + 3Q) = Q · P (Q)

eQ ·Q(Q+ 3) = Q · P (Q)

⇒ P (Q) = eQ(Q+ 3)

Za Q = 2: P (2) = e2(2 + 3) = 5e2

Fiksni tro²kovi: TC(0) = C0:

TC(0) = e0(2 · 0− 0 + 1) = 1 ⇒ C0 = 1

b)

Π(Q) = TR(Q)− TC(Q)

= eQ(Q2 + 3Q)− eQ(2Q2 −Q+ 1)

= eQ
(
Q2 + 3Q− 2Q2 +Q− 1

)
= eQ(−Q2 + 4Q− 1)

c) IR: Π(Q) > 0 ⇔ eQ(−Q2 + 4Q− 1) > 0.
Budu¢i da eQ > 0 uvek, re²avamo −Q2 + 4Q− 1 > 0:

Q1,2 =
−4±

√
16− 4

−2
=

−4±
√
12

−2
=

−4± 2
√
3

−2
= 2∓

√
3

Dakle Q1 = 2−
√
3 > 0, Q2 = 2 +

√
3 > 0.

(−∞, 2−
√
3) (2−

√
3, 2+

√
3) (2+

√
3,+∞)

eQ + + +
−Q2 + 4Q− 1 − + −

Π(Q) − + −

−∞ 0 2−
√
3 2 +

√
3 +∞

eQ

−Q2 + 4Q− 1

Π(Q)

+ + + +

− − 0 + 0 −

− − 0 + 0 −

IR = (2−
√
3, 2 +

√
3)
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Zadatak 5

Jedna �rma raspolaºe dve strane odvojeno od strane. Za prvu stranu funkcija cene
je P (Q) = Q − 1, a za drugu P (Q) = 22 − Q. Funkcija ukupnih tro²kova za obe
strane je TC(Q) = 10Q− 28.

a) Odrediti funkcije uvr²ine za obe strane (interval rentabilne proizvodnje).
b) Odrediti funkcije dobiti (ukupno iskori²¢enje) za svaku stranku i uporediti obe
od stranaca.
c) Preporuka menadºment funkcije dobiti i u£inak koga treba koristiti, a gde bi
trebalo prekinuti.

Re²enje:

Strana I: P (Q) = Q− 1

Q = P + 1 ⇒ Q(P ) = P + 1

TRI(Q) = Q · P (Q) = Q(Q− 1) = Q2 −Q

ΠI(Q) = TRI(Q)− TC(Q) = Q2 −Q− 10Q+ 28 = Q2 − 11Q+ 28

Re²avamo ΠI(Q) = 0:

Q1,2 =
11±

√
121− 112

2
=

11± 3

2
⇒ Q1 = 4, Q2 = 7

I IR = (0, 4) ∪ (7,+∞)

Strana II: P (Q) = 22−Q

Q = 22− P ⇒ Q(P ) = 22− P

TRII(Q) = Q(22−Q) = −Q2 + 22Q

ΠII(Q) = −Q2 + 22Q− 10Q+ 28 = −Q2 + 12Q+ 28

Re²avamo ΠII(Q) = 0:

Q1,2 =
−12±

√
144 + 112

−2
=

−12± 16

−2
⇒ Q1 = −2, Q2 = 14

I IIR = (0, 14)

Maksimum dobiti (Strana II): Qmax = − b

2a
= − 12

−2
= 6

−2 4 7 23
2

14

−20

20

40

60

Q

ΠI(Q)
ΠII(Q)
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Presek ΠI(Q) = ΠII(Q):

Q2 − 11Q+ 28 = −Q2 + 12Q+ 28

2Q2 − 23Q = 0

Q(2Q− 23) = 0 ⇒ Q1 = 0, Q2 =
23

2

� Strana I je isplativija za Q >
23

2

� Strana II je isplativija za Q ∈
(
0,

23

2

)
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