Izvodi 1 primena izvoda

Matematika u inzenjerskom menadzmentu

Izvod funkcije

Definicija izvoda

Neka je f: D — R, xg € D. Izvod funkcije f u tacki xg:

F(xo) = lim M — ﬁ(%)

T—x0 T — X d.’E

Ekvivalentno, uz smenu Ax = x — x:

oy o f@o+Az) — flzo) . Af(zo)
f(xo)_Alglgrgo : Az . _Alglsrilo A:vo

Geometrijski: tan o = f’(zo) — koeficijent pravca tangente na grafik funkcije u tacki

(zo, f(w0))-

f(zo+Az) | tangenta

f(@o)




Tablica 1zvoda

Osnovni izvodi

f f! f I
1
C = const 0 arcsin x
vV 1 —1 .1'2
% ax® 1 arccos T —
2V 11— T2
a a*Ina arctg x 7 +19$2
= x arct arc cot —
e el rctgx (ar g) T
log, x
T liq a
Inz —
T
sinx COS T
COS X —sinx
1
tgx >
coS 1:c
ctgx ——
sin” x

Pravila diferenciranja

(f(z) £ g(2)) = f'(z) £ 4 (z)
(C-f@)=C"-f(z)
(f(z) - g(x)) = fi(x)g(x) + f(2)g'(x)
f@)\' _ f@)g(@) - f(z)g'(2)
g(x) (9(x))
Izvod sloZene funkcije: (g(f(x))) = ¢'(f(x)) 1f’(oc)
Korisno paméenje: (eB) =e=-(0), (In0O) = E-(D)’, (O)*) = «(O)>L-(OY




Primeri — Izvodi elementarnih funkcija
Primeri 1 — direktna primena tablice
1. fl(x)=2 = fllx)=(2')=1-2"=1

2. f(x) =22 = f'(z)=2(z") =2 423 = 83

3 fl@)= =2 = flo)=(-Da?=—
1 1

L f@)=yE=a > f@)=ga =
5. f(@) = —= =312 = fiz) = —~q=2 — "

vz 2 2v/x3

6. f(x)=32°+2x+e* = f(x)=3-52*+2-1+0= 152142

1
7. f(x)=2"Inz = f'(z)=nz"'Inz+2" - =nz" 'lnz + 27!

. fl=)= 52111
Flz) = (x+1)(22+1) - (x+1)(z2 + 1) B (@2 +1) — (z +1)(22)
(22 +1)? (2 + 1)
_ —z2 -2z +1
-~

9. f(z) =2%(z*+1)
fl(@)=2"In2- (2> +1) + 2% - 2z = 2°((In2)(z* + 1) + 22)
10. f(z) = e*(23 + 22 + 1)
fl(z) =e®(z® + 22+ 1) + *(32% + 2) = “(2° + 32* + 27 + 3)

sinx + cosx

11. f(z) =

Sinx — cosx

_ (cosx —sinx)(sinz — cosx) — (sinx + cos x)(cos z + sin x)

(sinx — cosx)?
—(cosx — sinx)? — (sinx + cosx)?

(sinz — cosx)?

—(cos? x — 2sinx cos ¥ + sin® z) — (sin®z + 2sin z cos x + cos? 1)

(sinz — cosx)?
—1-1 —2

(sinx —cosz)?  (sinx — cosx)?




Primeri 2 — Izvod sloZene funkcije

1. f(I) = ez piéemo f =ho g, gde h(t) — et) g(x) N
fl@) =N(g(z)) - g'(x) =" (-1) = —€"

2. f(z) =sinhz = % (sinus hiperbolni)

1
fl(x) = §(em + e ®) =coshz (kosinus hiperbolni)

3. f(z) = € + 3¢*°

Flx) =€ -3+ 3e" - 2z = 3¢° + 6we”

f'(z) = 3(—sinbz) - 5 = —15sin b

f'(z) = 50(z® + 2)* - 2z + 1)

f(z) =2(Inz + 727) - G + 143;)

4
8. f(z) = xln—: (napomena: zln2 = z(In4 — Inx))
T

9. f(z) =22 +3=(2z+3)/3
2

) = © SO S
f(:c)—3(2:c+3) 2 RV o

10. f(x):,/ijrz

11. f(z) = *2(22 4+ z + 5)
Fl(x) = 7262 (2 +1+5) + 2 (20+1) = 3 +2(62° +62°+ 305+ 22+ 1)

= 3 +2(62° + 622 + 322 + 1)




Primer 3 — Izvod viSeg reda i vrednost u tacki

Nadi prvi i drugi izvod funkcije f(z) = e*™(2? + 3z + 1) i izracunati f'(—2) i
71(=2).

Resenge:

Izvod viseg reda:

f”(x) = (f/(x))/ — drugi izvod, f(n)(xo) _ %(%>
f'(2):
fi(z) = (em“) (% + 3z +1) + (2 + 3z + 1)’
=e™*2. (z +2) - (2% + 3z 4+ 1) 4+ (22 + 3)

= ¢™2(2? 4 3z 4 1) + €"+%(22 + 3)

:6x+2<x +5ZL’—|—4)

f(=2)=e"(4-10+4) =1-(-2) = -2
f”($):

f'(x) = (e (a® + 5z + 4))'
= e""?(a® + 5z +4) + "7(2z + 5)
ea:+2(x +7$—|—9)

Fl(=2)=e’(4—-14+9)=1-(-1) = -1




Primena izvoda — Monotonost 1 ekstremi

Teoreme o monotonosti

T;: Ako je f'(z) > 0 (>0) za x € (a,b), tada je f monotono rastuca na (a,b).
Ako je f'(z) <0 (<0) za x € (a,b), tada je f monotono opadajuca na (a,b).

ff>0=f 7 fl<0= f\

Lokalni ekstremi — T5 i T

Ty: Neka je f'(c) =0.

1° Ako je f'(z) < 0zax < ci f'(x) > 0zax > ¢ tada f u tacki ¢ dostignuce
lokalni minimum: Ty (c, f(c)).

2° Ako je f'(x) > 0zaz < ci f'(r) < 0zax > ¢ tada f u tacki ¢ dostignuce
lokalni maksimum: Tp,.(c, f(¢)).

Ts: Neka je f'(c) =0.

1° Ako je f"(c) < 0, tada f u tacki ¢ dostignuée lokalni maksimum.

2° Ako je f"(c) > 0, tada f u tacki ¢ dostignuée lokalni minimum.

Zadatak 1 — Monotonost i ekstremi

Odrediti intervale monotonosti i ekstremiéne vrednosti slede¢ih funkcija:

a) flz)=22—14 b) f(z) =23 - 32> -9z —3

z*t 2z
4

Lz
3 2

Resenje:
a) f(x)=22-14,D=R
fl(x) =2z, f(x)=0=2x2=0

(—00,0) | (0,+00)
2x — +
f'(z) - +
f(x) N S

f je opadaju¢a na (—oo,0), rastuca na (0, 400).
Tin (0, —14), jer £(0) =0 — 14 = —14.

b) f(z) =ze*, D=R
Fl(a) = (@) e +a(e™) = e o (~e™) = e(1 )
flo)=0=>e*(1-2)=0=>1-2=0=[z=1]
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(_007 1) (17 +OO)
e + +
11—z + —
f'(z) + -
f(z) / N

f je rastuca na (—o0, 1), opadajuca na (1, +00).
1 1
Tmax<17 _)a jer f(l) =1 6_1 = —.
€ e

¢) fle)=a23—-322-92 -3, D=R
fl(x)=322—62—-9, fl(x)=0=22—-22—-3=0

24412 2+£4

T12 = 5 = 5 :>l’1:—1, To =3
(—o0,—1) | (=1,3) | (3,4+00)
3z% — 6x — 9 + — +
f'(x) + — +
f(z) / N\ e
Toax(—1,2): f(=1)=—-1-34+9—-3=2
Tmin(3, —30): fg ) = 2 —271—-27—-3=-30
T 2 z?
d fla) =" -+, D=R

flx)y=2®-22" 42 =x(2*-2v+1)=x(x— 1)
fz)=0=2z=0iliz=1

(=00,0) | (0,1) | (1, +00)
x - + +
(z —1) + + +
f'() ~ + +
f(z) N\ / S

Tmin(0, 0): £(0) = 0.

x = 1 nije ekstrema — samo promjeniSte vrednosti (stacionarna tacka).

Zadatak 2 — Optimizacija

Od svakog pravougaonika obima 5 naéi onaj ¢ija je povrsina najveca.

Resengje:

)
Neka su stranice x i y. Obim: 2(x +y) =5, pay = 5%

5 5
Povrsina: P(z) =z -y = x(— — x) =—x—1?

3
P’(x):§—2x20¢ xr =

INEGH
<
Il
IS
|
NS
Il
NS




)
Drugi naédin: P’(x) = -2<0,paz = 2 daje maksimum.

5\ 25 25 25

4) 8 16 16

. 5. . L. 25

Kvadrat sa stranicom 7 ma maksimalnu povrsinu 6

Zadatak 3 — Ekstremi na intervalu

Naci najmanji i najveci vrednosti funkcije f(x) = x° —5z* + 523 na intervalu [—1, 2].

Resengje:

Funkcija je neprekidna i ona na zatvorenom intervalu dostignué¢e najmanju i najvecu
vrednost — poredimo vrednosti u kriti¢nim tackama i krajevima.

f'(x) = bzt — 2023 + 152 = 522(2? — 4z + 3) = 52?(x — 1)(x — 3)

flle)=0=z=0iliz=1iliz=3

Kriti¢ne tacke u [-1,2]: 2 =0ix =1 (jer 2 =3 ¢ [—1,2]).

f(=1) = (=1)° =5(=1)* +5(-1)*=-1—-5—-5=—11
f(0)=0
fF)=1-5+5=
F(2) =32 —80+40 = -8
e Najmanji vrednost je —11 (za x = —1)

e Najveca vrednost je 1 (za xz = 1)



Konveksnost i prevojne tacke

f :la,b] — R je konveksna na [a,b] ako za svaka x,y € [a, b]:

(24Y) < Lo 10

2 2

f je konkavna na [a, b] ako:

(25 > K2

Ako je f"(z) > 0 za x € (a,b), tada je f konveksna (U) na (a,b).
Ako je f"(z) < 0 za x € (a,b), tada je f konkavna (N) na (a,b).
Prevojne tacke: tacke gde f”(z) = 0 i menja znak.

Zadatak 4 — Konveksnost i prevojne tacke

Odrediti konveksnost i prevojne tacke funkcija:

a) f(zr)=2>—14 b) f(z) =ze™*

xt 223 x?

b) f(z) =2’ =322 =92z -3 d) f) = -5 +75

a) f"(r)=2>0zasvex € D=R = f je konveksna na R. Nema prevojnih tacaka.

b) f/(w) = e *(1— 1)
F(@) = (€Y (1= 2) + (1= a) = —e (1 = 2) + e (1) = e 7*(z — )

fflx)=0=2=2

(—00,2) | (2,+00)
e” + +
T —2 — +
e = |+
f(2) N U

2

P(2, — | — predobna tacka, f(2)=2e2= =
e

c) f'(x) =6z -6, f'(r)=0=x=1

(_007 1) (17 +OO)
6x — 6 — +
f"(x) - +
f(z) N U

f je konveksna na (1, +00), konkavna na (—oo, 1).
P(1,—14) — predobna tacka: f(1)=1-3-9—-3=—14.
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d) fllz) =2* 222 +z, ['(x)=32>—4x+1

4+ /16 —-12 442 1
f”(x):():>x12: = ,pal’l:—,l'gzl.
’ 6 6 3
3r? —dx +1 - — -
/") S N
f(@) U N U
[ je konveksna na (—o0, 3) U (1, +00), konkavna na (3,1).
. . 1 11 . 1
Prevojne tacke: P; (5’ @) iP (1, E)
1 2 1 1 8 18
1y — — - = 4=
f(3) 4.81 3-27+2-9 324 324+324 324
1 2 1 3-8+46 1
1 = - — — -_— — = —
(1) 4 3 + 2 12 12
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