Primena izvoda na ekonomske funkcije

Matematika u inzenjerskom menadzmentu

Zadatak 1

Neka su date funkcija ukupnih prihoda TR(P) = 2P — P? i ukupnih trogkova
TC(Q) = Q* — 6Q + 2.

a) Odrediti funkciju prihoda TR(Q) u zavisnosti od Q.

b) Odrediti funkciju dobiti i interval rentabilne proizvodnje.

¢) Na kom intervalu raste funkcija dobiti? Za koju koli¢inu proizvodnje se ostvaruje
optimalna proizvodnja i kolika je maksimalna dobit?

Resengje:
a) TR(P)=P-Q(P),pa P-Q(P)=2P - P*=P(2—-P)

= |Q(P)=2— P| - funkcija traznje

Q=2—-P = P=2-0Q = |P(Q)=2-Q| - funkcija cene
TR(Q)=Q -P(Q)=Q(2-Q)

TR(Q) =2Q - Q°

b)

Q) =TR(Q) —TC(Q) =2Q - Q* — (Q* - 6Q +2)
=20-Q°-Q°+6Q -2
Q) = —2Q" +8Q — 2
Interval rentabilnosti Ix: II1(Q) > 0:

—8+64—16 —8++48 —8+43

27 V3
Budu¢ida 2 —v3>01i24++/3 > 0:

Ir=(2-+3, 2+3)




¢) I nacin (tememe parabole):

b
_L =2 = II(Q) raste na (0,2)

Qmax = _% == 2(_2)

IT naéin (izvod):

II'(Q) = (—2Q° +8Q — 2)' = —4Q + 8

IQ)=0 = —4Q+8=0 =

—00 0 2 400
—4Q +8 + + -
Q) + + -
I(Q) e / max N\

I1(Q) raste na (0,2), Qmax = 2 — optimalna proizvodnja.

I(Quax) =(2) = —2-4+8-2-2=-8+16—2=6] — maksimalna dobit

Zadatak 2

Data je funkcija ukupnih troskova TC(Q) = @* + 50. Neka je funkcija traznje u

P
jedini¢noj gelefoni zavisnosti od cene Q(P) = —Z—HE). Za koju koli¢inu proizvodnje

se ostvaruje optimalna (maksimalna) dobit?

Resengje:

Q(P):—§+15 = 5:15—42 = [P(Q) =60 —4Q

TR(Q) = Q- P(Q) = Q(60 - 4Q) = 60Q — 4Q”

(Q) = TR(Q) — TC(Q) = 60Q — 4Q* — Q* — 50
Q) = —Q* — 4Q* + 60Q — 50

IT'(Q) = —3Q* — 8Q + 60
84++64+720 8428

MQ)=0 = -3Q*-8Q+60=0 = Q,=

()1 = —6 (ne uzimamo, jer @ > 0), Qs = 3

I naéin (drugi izvod):
10

1
HH(Q) = —6Q — 8, H”(;) =—6- 3 8 = —28 < 0 = maksimum

IT naéin (tablica znaka):



—00 —6 0 3 400

—-3Q? — 8Q + 60 - + + -
Ir'(Q) - + + -
1(Q) N min a S max N

10

Optimalna proizvodnja: | Qunax = 3
Zadatak 3

Date su funkcija ukupnih prihoda TR(Q) = e?(Q? + 3Q) i ukupnih trogkova

TC(Q) =e?(2Q% — Q + 1).

a) Odrediti funkciju cene P(Q), cenu pri granici Q) = 2 i fiksne troskove.

b) Odrediti interval rentabilne proizvodnje.
¢) Odrediti optimalnu proizvodnju. Na kom intervalu raste funkcija dobiti?

Resenge:
a) i b) (reSeno u skriptama br. 10 i 12 — isti zadatak):

PQ) =e?(@Q+3), P2)=5"  Co=1  Ig=(2-V3 2+V3)
c) Iz skripte 12 znamo:
Q) =e(-Q* +4Q 1),  I(Q) = (?(~Q* +4Q — 1))’
Izvod dobiti (izvod slozene funkcije — izvod proizvoda):
T'(Q) = (e9)(—=Q% +4Q — 1) + e?(-Q* + 4Q — 1)’
= eQ(—Q*4+4Q — 1) + 9(—2Q + 4)

(_
= eQ(—Q? +4Q —1-2Q + 4)
(_

= e9(—Q*+2Q +3)

MQ)=0 = ?(-Q*+2Q+3)=0 = —-Q*+2Q+3=0

Qo= ZEYIIE 220 G o1 =3
—00 -1 0 3 +00
eQ + + + +
~Q%+2Q +3 - + + -
r(Q) - + + -
(Q) N\ In?n /! ' max O\

IT raste na (0,3), Qumax = 3



Zadatak 4

1 28
Date su funkcija prose¢nih troskova AC(Q) = §Q2 —7Q + 20 + 1o} i prose¢nih
prihoda AR(Q) = —2Q + 4.

a) Odrediti funkcije ukupnih prihoda T'R(Q) i ukupnih troskova T'C'(Q).

b) Odrediti marginalne funkcije prihoda M R(Q) i troskova MC(Q).

¢) Na kom intervalu raste funkcija dobiti? Odrediti optimalnu koli¢inu proizvodnje
i maksimalnu dobit.

d) Odrediti koeficijent elasti¢nosti funkcije dobiti.

Resengje:
a)
Ar@ =D - TrQ) - - ARQ) = Q20+ 1)
TR(Q) = —2Q* + 4Q
10 = 02 = 10(@) = @40 = (302 - 7@+ 20+ 3
TCQ) = %cf’ — 7Q* +20Q + 28
b)

MR(Q) =TR(Q) = (-2Q° +4Q)" = | MR(Q) = —4Q +4

MC(Q) = TC'(Q) = (%Cﬁ —7Q% 4+ 20Q + 28), = | MC(Q) = Q* — 14Q + 20

c¢) Kako se pita optimalna koli¢ina, nije neophodno odrediti II(Q)) nego trazimo IT'(Q):
I nacin:

I(Q) =TR(Q) - TC(Q)
Q) =TR(Q) - TC(Q) = MR(Q) — MC(Q)
= —4Q +4 — (Q* — 14Q + 20) = —Q* + 10Q — 16

IT nadin: direktno:
1
Q) = —2Q* +4Q — §Q3 +70Q% — 20Q — 28

= —%Q?’ +5Q% — 16Q — 28
IT'(Q) = —Q* + 10Q — 16

~10+ /100 - 64 —10+6

M@ =0= —Q*+10Q-16=0 = Q1= =2 2




Q) N\ AV m‘in N max N

IT raste na (2, 8), .

1 512
I(Quax) = II(8) = —3D12+5-64—-16-8 - 28 = ——= +320 — 128 - 28
_ 5124576 64
N 3 3
d) Koeficijent elasti¢nosti funkcije dobiti:
Q Q
EQ = < _.T1(Q) = (—Q%*+10Q — 16
T T(Q) @ —5Q% +5Q% — 16Q — 28 (@7 +10¢ )

—Q*+10Q% - 16Q  3Q° —30Q*+ 48Q)
—3@°+5Q% —16Q — 28

Elasti¢nost ekonomskih funkcija

Definicija elasti¢nosti

Pri uporedivanju promena dve veli¢ine ¢esto nije korisno poredenje apsolutnih prom-

Ax . A
ena Ax i Ay, ve¢ se poredivanje vrsi relativnim promenama — i =
T Y
Ako od promenljive y = f(x) diferencijalno elasti¢nost od promenljive y od

nezavisne promenljive x:

r . Ay
= — lim — =

x
& = li =
g e Yy Az—0 Axy

/
Az—0 y (l')

s |Bl= &

Koeficijent elasti¢nosti u tacki x je prirastaj promenljive funkcije pri jednopos-
totnom povecanju argumenta z.

1°]&€7| < 1 — neelatsticna

2° |E7] = 1 — jedini¢no elasti¢na

3° &7 | > 1 — elasticna

Elasti¢nost traznje od cene Q(P):

s P

E)=——-Q(P
° = om W
Elasti¢nost ukupnog prihoda od kolic¢ine:
Q
£9. = TR




Zadatak 1 — Elasti¢nost traznje

Data je funkcija traznje Q(P) = eP*=2P  Nadi koeficijent elasti¢nosti traznje od

cene pri P = 2. Objasniti dobijeni rezultat.

Resenge:

Q/(P) _ (€P272P)/ _ eP272P . (P2 . 2P)/ _ €P272P(2P _ 2)

ep_ L Q'(P) = % 2P (2P — 2) = P(2P — 2) = 2P? — 2P
e

P _ —
Eolp,=2-4-2-2=4

Ukoliko se cena P = 2 poveca za 1% (tada P = 2,02), traznja ¢e se povecati za 4%.
Kako je |E5] =4 > 1, funkcija je elasti¢na.

Zadatak 2 — Elasti¢nost prihoda

Neka je funkcija ukupnih prihoda TR(Q) = e 29(Q? + 3Q). Odrediti funkciju
elasti¢nosti prihoda od koli¢ine i funkciju ukupnih prihoda od cene komlinenu.

Resengje:

Iz TR(Q) = Q- P(Q):
e?UQ*+3Q) =Q-P(Q) = |P(Q) =e*YQ +3)

P(Q)=(e%Q+3)) = (e79)(Q+3) +e2(Q +3)
—e 2. (22)(Q+3)+e 2. 1=e29(—2Q-6+1) = e 22(—2Q — )

P'(Q) = e *?(—2Q - 5)

Qo s 2@ =5Q
55_67262(@4-3) (20 -9) = Q+3

TR(Q) = (¢7?%(Q* +3Q))
= (e729)(Q* +3Q) + ¢ *2(Q* +3Q) = ¢ ?(=2)(Q* +3Q) + ¢ *?(2Q + 3)
= e 29(—20Q% — 6Q +2Q + 3) = e *?(—20Q* — 4Q + 3)

Q _ Q 2Q(_o0n2 207 —4Q+3
STR_e*QQ(Q2+3Q) e 9 (—2Q% —4Q + 3) = 013

Veza izmedu £5 i E7y:




Q 1

Q _ . / = —_— . . / = — . /
Q P

Za Q=1 Epp=-164+6+1=-9
Ukoliko se proizvodnja (Q = 1 poveca za 1%, ukupni prihod ¢e se smanjiti za 9%.

Zadatak 3 — Elasti¢nost prihoda

Funkcija cene nekog proizvoda data je sa P(Q) = e 8@Q°+6Q

a) Na kom intervalu raste funkcija ukupnih prihoda TR(Q)? Za koju koli¢inu Qax
ukupnih prihoda je maksimalan?

b) Odrediti funkciju elasti¢nosti ukupnih prihoda od koli¢ine. Odrediti koeficijent
elasti¢nosti prihoda komlinena. Objasniti rezultat. Za Q) = 1.

Resenje:
a)
TR(Q)=Q-P(Q) = Qe *¥+%

TR’(Q) _ (Q)/ . 678Q2+6Q +Q- (678Q2+6Q)/
— e 8QH6Q Q- e —8Q%+6Q (—16Q + 6)
= ¢S L Q(—16Q 4 6)) = e S¥T(—16Q* + 6Q + 1)
TR(Q) =0 = e 8PHQ(_16Q% +6Q + 1) = 0, pa —16Q% + 6Q + 1 = 0:

—6++v36+64 —6+£10 1 1
Q12 = ~ 39 =39 = 1= Iy Q2 = 5
1 1
—00 8 0 2 +00
e—8Q%+6Q + + + +
—16Q? + 6Q + 1 - + + _
TR(Q) = + + -
TR(Q) N\ mﬁn a 0 max N
1 1
TR raste na (O, 5), Qmax = = |
b)
Q Q ) / . Q@ . —8Q%+6Q [ 2
Ern = TR(OQ) TR (Q)_—Q.Q—SQ%%Q e (—16Q° +6Q + 1)
= —16Q* +6Q +1
Za ) =1:

Etp=—-16+6+1= -9

Ukoliko se proizvodnja Q = 1 poveca za 1%, ukupni prihod ¢e se smanjiti za 9%.



Zadatak 4 — Odredivanje funkcije cene

Funkcija cene nekog artikla u zavisnosti od koli¢ine data je sa P(Q) = aQ? + b,
a funkcija ukupnih troskova je TC(Q) = Q3 + 6Q* — 7Q + C. Funkcija ukupnih
troskova pri ceni P(2) =101 P'(2) = 8.

a) Odrediti parametre a i b i funkciju TR(Q) i ukupnih troskova TC(Q).

b) Odrediti funkciju dobiti. Odrediti optimalnu koli¢inu

proizvodnje i maksimalnu dobit.

¢) Odrediti na kom intervalu raste funkcija dobiti.

d) Odrediti funkciju elasti¢nosti funkcije dobiti od cene komlinenu.

Resenje:
a) Iz uslova P(2) = 10:

P(@)=a-4+b=10 = [da+b=10
P(Q) = (aQ*+b) =20Q, P(2)=4a=8 =

b=10—-4-2=2 = |P(Q) = 2Q* +2

TR(Q)=Q P(Q) =Q(2Q* +2) = |TR(Q) =2Q° +2Q
Fiksni trogkovi: TC(0) = Cp =2, pa C = 2:

TC(Q)=Q>+60Q* —T7Q +2

b)
(Q) = TR(Q) — TC(Q) = 2Q° +2Q — Q* — 6Q* +7Q — 2
= Q- 6Q° +9Q -2
'(Q) =3Q% = 12Q +9
Q) =0 = 3Q°-12Q+9=0 = Q*—4Q+3=0:
124+ /144 —108  12+6

Q2= G 5 = Q1=1, Q=3
—00 0 1 3 +0o0
3Q% —12Q +9 + + - +
7' (Q) + + - -
1(Q) /! /! max N min /!

IT raste na (0,1), Quax = 1:

(Quax) =11(1) =1—-6+9—2= — maksimalna dobit
c¢) II raste na (0,1) U (3, +00).
d) Koeficijent elasti¢nosti funkcije dobiti:

Q QBR*—-120+9)  3Q°-12Q°+9Q

Q _ 1T _
5“‘11(@) H(Q)_Q3—6Q2+9Q—2_Q3—6Q2+9Q—2




