Funkcije viSe promenljivih

Matematika u inzenjerskom menadzmentu

Uvod

Funkcija jedne i dve promenljive

Jedna promenljiva: f: X - Y, X CR Y CR, f(z)=y.
Dve promenljive: f: D —Y, D CR? Y CR, f(z,y) = 2.
Primer: f(x,y) =2x+ 3y, pa f(2,3)=2-2+3-3=13.

Zadatak 1

Odrediti domene slede¢ih funkcija

a) f(r)=+vx b) flz,y)=Vr+y c) flz,y)=vVr+1y

Resenje:
a)r>0= D;=10,+00).
b) x +y >0, tj. prava z + y = 0 (tj. y = —x) je granica:

Dj={(z,y) eR* |z +y >0}

Y

Ay

c)x>0iy>0:
D;={(z,y) eR* |2 >0iy >0}



Parcijalni izvodi prvog reda

Definicija parcijalnih izvoda

Za funkciju f(z,y) u tacki (zo,yo0) € D:

of . [z + Az, yo) — f(0,90)

el — _ p
T (z0,%0) AI;IEO Ar fe(%0, %0),
0 o f(wo,y0 + Ay) — fzo,%0)

a_y($0>y0) = Aléfilo Ay = fy(l’o,yo)'

Pravilo: Pri racunanju —f tretiramo y kao konstantu i diferenciramo po z.

ox

Pri racunanju 0 tretiramo x kao konstantu i diferenciramo po y.
Y

Zadatak 2: Odrediti oba parcijalna izvoda prvog reda

1° f(z,y) = 2> +y* + xy
Resenje:

0 0
—f:2x—|—0—l—y:2w+y, —f:()—|—2y—l—:c:2y—|-:v.
ox dy

2° f(z,y) = 2%y —y> + 3z* +5

Resenje:
0
a—f = 22y® — 0 + 122° + 0 = 2xy® + 1227,
x
0
8_f = 22%y — 3% + 0+ 0 = 222y — 39>
Y

3° f(z,y) = 2" + 3y* + 322y + dxy? + 7
Resenje:
of
ox

0
B_f =0+ 123 + 32% + 102y + 0 = 124> + 322 + 10zy.
Y

= 72°% + 0 + 62y + 59° + 0 = 7z® + 6y + 592,

4° f(z,y) = ze
Resenje:
Of _

= . [t} 2V (oYY — ppY
9~ (x), = €Y, By z - (e¥), = ze¥.

5° f(z,y) = 2°(zy + v*)




Resenje:

0
a_i = (2°),(zy+9*) +2°(2y+y°), = 2°In2 (zy+y°) +2°-y = 2°(In 2 (zy +4°) +v),
8f as / az
By =2 ($y+y2)y:2 (x + 2y).
6° z(z,y) = LTy
T —y
Resenje:
0z _ (w+yhl—y) —@+yle—y, @-—y-—(e+y -2
Oz (v —y)? (z —y)? (z —y)?’
9z _(@typle—y) —@+yle—y), @-y+@+ty 22
Ay (z —y)? (v —y)? (x —y)*
7° z(z,y) = In(z — y)
Resenje:
A
or z—vy . y””—x—y’ oy x—y . yy_qr—y
8° f(z,y) = /2%y + y’x = (a%y + y’x)'/®
Resenje:
af 1., 2.\—2/3 2 2y + 1
2 _ - (2 —
55— 3% Y TYD) (2xy +y7) 3t
of 1, , 9 N-2/3 /.2 r? + 2xy
- = = 0 2 = .

9° f(x,y) = (2 + 3yz? + 3y’x)e* ™Y

Resenje:
of 2 2 3.\ ot 2 2 3, o+
Pz = (z* + 3yz* + 3y°x),e” Y + (z° + 3yz* + 3y z)e™Y
T
= (22 + 6zy + 3y°)e" ™Y + (2° + 3ya® + 3y’x)e” Y
= e"Y(22 + 62y + 3y® + 2% + 3yz® + 3y’x),
of 2 2 3.\ LTty 2 2 30) ety
a_y:( + 3yx” + 3y x),e” Y + (27 + 3ya® + 3y z)e

= (32 + 9y*z)e" Y + (2? + 3yz® + 3y’z)e" 1Y
= e"Y(32% 4 Yy’ + 2% + 3yz® + 3yx).




10° f(z,y) = > (2 4+ 3zy + 1). Odrediti oba parcijalna izvoda u tacki (1,1).
Resenje:

of

o (e*™)! (z® + 3zy + 1) + €*™¥(2® + 3zy + 1)),

= e .2y (22 + 3zy + 1) + Y2z + 3y)
= e (2y(z® + 3zy + 1) + (22 + 3y))

= ¥ (22%y + 6xy® + 2y + 22 + 3y)

= *¥(22%y + 6xy® + 27 + 5y).

0
—f(1, 1) =e*(2+6+2+5) = 152
ox
8f 2xy\/ 2 2xy (.2 !
a_y = (™), (z" + 3zy + 1) + ™ (2" + 3wy + 1),
=e*™ .2z (2* + 3y + 1) +*¥ . 3z
= e?™(22® 4 62y + 27 + 3x) = €*™¥(223 + 622y + 5z).
0
a_£<1’ 1) =e*(2+ 6+ 5) = 13¢%.
11° w(z,y, 2) = xyz + 2y + 2%z
ResSenje:

Ow 5 w Ow
— =yz+2zy + 2°, — =zxz+ 2", — =1xy + 2x=z.
ox 0z




Parcijalni izvodi drugog reda
Of _ 0 (of\ &f_ 0 (of
ox2  ox\ox)’ oy Oy\oy)’

#f _ 0 (0fy @ _ 0 (of
oydxr  Oy\Ox )’ 0Ox0y 0x\0y/’
Schwarzova teorema (meSoviti parcijalni izvodi): Ako funkcija f(x,y) ima

of of o*f . *f

kid ijalne izvode —, =
neprekidne parcijalne izvode =, 3" 90 i 990
D C R?, tada vazi

na nekom otvorenom skupu

’f  0*f
oxdy  Oydx

za svako (z,y) € D.

Zadatak 3: Odrediti parcijalne izvode drugog reda sledeéih funkcija

1° f(z,y) = 2° + 2%y + 22y* — 5

Resenje:
0 0
97 = 322 + 2zy + 297, 97 = % + 4xy.
ox Jy
0 f 0*f 0*f 0 f
L —6r+2 Ly — % +4 — % +4
Ox? T Oy? © Oyox T Oxdy Ty
2° 2(z,y) = x%e 7Y
Resenje:
% = 2xe Y, % = —g%e7Y
ox oy
02z 02z 02z 02z
— = —9e7Y -~ 2,y = —Qre Y = e Y
02 . Oy? . OyOx S Oxdy e
0? 0?
3° z(z,y) = 2* + y* + zy + 23y. Odrediti 8_3;(1’ 2) i 83:623/( )
ResSenje:
0 0
—z:2m+y—|—3x2y, —Z:2y+x+x3.
or oy
0?2 02z 0z 0%z
— =246 =2 =1+ 322 =1+ 322
Ox? + 0y, oy? ’ Oyox + o Oxdy o
02z 02z
—(1,2) =2 1.2)=1+3-1=4.
8y2( ) ) > axay( ) ) +

4° f(z,y) = Ve ty




Resenje:

of 1 of _ L

0r 2Tty oy 2/ +y
>*f 1 *f 1 *r 1
0r*  4/lw+y)? 0 4f@+yP 020y 4/(at+y?

5° f(z,y) = 2° + 2zy + 2°y + €

Resenje:
o 0
O s vy batytye, L —oniad e
ox dy
82f 3 2 x 82f 2
@26.’1}—1-20:63;4-3/6?}, 8_y2:xey7
o2 0
3 6{; =2+ 52" + ™ + aye™, o éfy = 24 5z + € + zye™.
6° z(z,y) = In(x — y)
Resenje:
0z 1 0z B 1
or z—vy’ oy  x—y
9’z 1 O’z 1
02 (z—y)? 02 (z—y)?
Pz 1 Pz 1
oyoxr  (x —1y)? 0xdy  (x —y)?




Lokalne ekstremne vrednosti funkcija dve promenljive

Uslov i kriterijum za lokalni ekstrem

Neophodan uslov: Stacionarna tacka M (zo,yo) funkcije f(z,y) zadovoljava

OF iy 0 O o

Heseova matrica 1 diskriminanta:

Pf O 2
_ Ox? o0xdy| _ 9*f ) *f _ o*f
D)=\ g5 2f |~ 52 oy  \awdy) -
0xdy  0y?

Dovoljan uslov: Neka je M stacionarna tacka.

1° Ako je D(M) > 0, tada f u tacki M dostiguje lokalni ekstrem:

2
lokalni mini ko je —=(M) >0
e lokalni minimum ako je 83:2( ) >0,
82
e lokalni maksimum ako je W(M) < 0.
75
2° Ako je D(M) < 0, tada f u tacki M ne dostiguje ekstremnu vrednost. Tacka
M je sedlasta tacka.

3° Ako je D(M) = 0, ovaj test ne daje odgovor.




Zadatak 4: Nadéi lokalne ekstremne vrednosti sledeéih funkcija

a) f(z,y) =2+ 6y> — 62 + 12y + 10

Resenje:
ng$—6=0=>x=3, ﬁ:12y—{—12:0:>y:—1.
Ox dy
Stacionarna tacka: M (3, —1).
2 2 2
oF _ 2, o _ 12, T _y
0x? 0y? 0xy
D(M) = 2 0)_ 24 >0 @(M) =2>0 = M(3,—1) je lokalni minimum
0 12 T Ox2 ’ ’

3
x
b) f(z,y) = = +y*> + 2zy — 152 + 3

3
Resenje:
0 0
—f:x2-|—2y—1520, —f:2y+2x:():>y:—x.
ox dy
Smenom y = —ux:
2+8
x2—2x—15=0:>x1/2:T: T1 =5, 11 =—5, xa= -3, ya = 3.
Stacionarne tacke: M;(5, —5) i My(—3,3).
?f ., P >f
ox2 7 oy 7 0xdy
2z 2
D(z,y) = 5 2‘ =4z — 4.
0 f

M;(5,=5): D(M;) =16 > 0, W(Ml) =10 > 0 = lokalni minimum.
T
My(—3,3): D(M;y) = —16 < 0 = M, je sedlasta tacka.

1
c) flz,y) = =23+ y> + 322 + 5z — 3y

3
Resenje:
9, 0
—f::v2+6x+5=0, —f=392_3:0-
Ox dy
) —6+4
Iz 2° + 62 +5=0: 210 = 5 , pazy = —1, zy = 5.

Iz 3y* — 3 =0: Y12 = £1.
Stacionarne tacke: M;(—1,1), My(—1,—1), M3(—5,1), My(—5,—1).

i P

0% f 6 B
= y7 =
Oy? 0x0y

@:21'4—6,




2c+6 0
0 6y

(4)-6=24>0, f/ (M) =4 >0 = lokalni minimum.

- (—=6) = —24 < 0 = sedlasta tacka.

)6 =—24 < 0 = sedlasta tacka.

My(=5,—1): D(My) = (—4) - (—=6) = 24 > 0, f/ (My) = —4 < 0 = lokalni
maksimum.

D(l‘,y) =

’:(256—1—6)-6]/.




Zadatak 5: Ekonomska primena na dva proizvoda

2. Firma proizvodi dva razli¢ita proizvoda. Funkcija prihoda od prvog proizvoda
je PL — Q% —14Q; = 0, a drugog P, + Q5 = 6. Ukupni troskovi: TC(Q1,Qs) =

4 1
gQi’ + 2701 + 5@% + 130.
Odrediti obim proizvodnje oba proizvoda tako da je dobit maksimalna.

Resenje:
Iz uslova prihoda:

P, = Q3+14Q; (cena prvog proizvoda), P, =6—Q2 (cena drugog proizvoda).

TR(Q1,Q2) = Q1-Pi+Qy- P, = Q1(Q?+14Q1)+Q2(6— Q1) = @3+14Q% — Q2 +6Q,.

I(Q1,Q2) =TR—-TC =
4 1
= Q1+ 1Q] — Q3+ 6Q> — (@1 +27Q1 + 505+ 130) =
4 1
= Q] +14Q7 — Q3 +6Q> — 50} — 27Q: — Q3 — 130 =

1 3
= —gQi’ + 14Q2 — 27Q, — 5@3 + 60, — 130.

oIl
aTglz—Q%Jr%Ql—N:o |- (—1)
Q —28Q, +27=0

/2 _ 28+/784 —108 28426 Q1 =1ili Q) =27,
2 2
o1l
= 3Q,+6=0 =y
20, Q2 + = @2
Stacionarne tacke: M;(1,2) i M»(27,2).
0?1 0?1 0?11
— =20, + 28, — = -3, = 0.
o~ 90} 9Q:00;
—20Q,+28 0
D@1 @) = [P+ 0= 320+ 28— 601 - 51

M;(1,2): D(M;) =6 — 84 = —78 < 0 = sedlasta tacka.
2

211
M3(27,2): D(Ms) = 6-27 — 84 = 78 > 0, TQQ(MQ) = _2.27+28=-26<0=
1

‘Q1:277 Q2:2‘

lokalni maksimum.
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Zadatak 6: Ekonomska primena na maksimum dobiti firme

3. Funkcija dobiti firme koja proizvodi dva razli¢ita proizvoda x i y pri ceni je:
O(z,y) = —32% + bry — 4y* — 4z + 103y — 118. Odrediti obim proizvodnje oba
proizvoda tako da je dobit maksimalna.

Resenje:
oIl Il
— = —6r+5y—4=0, — =5z—8y+103=0.
ox y
Sistem:
—6x + 5y =4 .5 —30z 4 25y = 20
Ty -5, T 2oy = 923y = —598 = y = 26.
5o —8y=—103 |-6 30x — 48y = —618

—6z4+5-26=4= —6z=4—-130= —126 = x = 21.
Stacionarna tacka: M (21,26).

on__ om___ om_
oxr2 oy oxdy
-6 5 0?11

D(M):‘E) _8‘:48—25=23>0, S5 (M) = =6 <0.

= Funkcija dostiguje lokalni maksimum u tacki M (21, 26).

=21, y=26|
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